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АНОТАЦIЯ

Пономарьов Р.В. Алгебри симетричних аналiтичних функцiй на де-

картових добутках банахових просторiв. — Квалiфiкацiйна наукова праця

на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття ступеня доктора фiлософiї за спецiальнiстю

111 — Математика (з галузi знань 11 — Математика та статистика). — Кар-

патський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника, Мiнiстерство

освiти i науки України, Iвано-Франкiвськ, 2026.

Метою дослiдження є вивчення алгебр неперервних симетричних по-

лiномiв та цiлих симетричних функцiй обмеженого типу на декартових до-

бутках банахових просторiв.

Дисертацiя складається зi вступу, чотирьох роздiлiв, загальних ви-

сновкiв, списку використаних джерел та додатку, який мiстить список пу-

блiкацiй автора та вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, вказано на

зв’язок роботи з науковими програмами, планами i темами, сформульо-

вано мету, об’єкт, предмет, завдання та методи дослiдження, зосереджено

увагу на науковiй новизнi одержаних результатiв, вiдзначено теоретичне

значення отриманих результатiв та особистий внесок здобувача, наведено

данi щодо апробацiї та публiкацiй результатiв роботи.

В першому роздiлi розглянуто лiтературу, проведено її iсторичний

аналiз, виписано вже вiдомi результати. Перший пiдроздiл першого роз-

дiлу присвячений iсторичному розвитку дослiджень алгебр симетричних

аналiтичних функцiй на банахових просторах починаючи вiд класичних

дослiджень, якi є початком функцiонального аналiзу i закiнчуючи суча-

сними пiдходами. Другий пiдроздiл першого роздiлу мiстить формалiзацiю

основних понять, тут викладено ключовi означення, теореми й пiдходи, якi

формують структуру подальших дослiдницьких крокiв.
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Другий роздiл присвячено дослiдженню алгебри комплекснозначних

неперервних симетричних полiномiв на декартовому добутку Lp1 × . . . ×

Lpn комплексних банахових просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у

вiдповiдних степенях за Лебегом.

В пiдроздiлi 2.1 побудовано множини елементарних симетричних по-

лiномiв
{
R

(Lp1
×...×Lpn)

α : α ∈ ℵp1;...;pn
}

та
{
R

(
L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn

)
α : α ∈ ℵp1;...;pn

}
на просторах Lp1 × Lp2 × . . . × Lpn — декартовому добутку комплексних

банахових просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у вiдповiдних сте-

пенях за Лебегом, та L
(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn —декартовому добутку просто-

рiв дiйсних банахових просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у вiд-

повiдних степенях за Лебегом, де ℵp1;...;pn це множина всiх мультиiндексiв

(k1, . . . , kn) ∈ Zn+ \ {(0; . . . ; 0)}, для яких виконується умова
∑n

j=1
kj
pj

≤ 1,

а полiноми R

(
L
(K)
p1 ×...×L(K)

pn

)
α : L

(K)
p1 × . . . × L

(K)
pn → K визначенi за допомо-

гою рiвностi R
(
L
(K)
p1 ×...×L(K)

pn

)
α ((x1; . . . ;xn)) =

∫ 1

0 (x1(t))
k1 · . . . · (xn(t))kn dt,

для K ∈ {R,C}, де L(C)
pi це простiр Lpi. Дослiджено властивостi множи-

ни
{
R

(Lp1
×...×Lpn)

α : α ∈ ℵp1;...;pn
}
.

В пiдроздiлi 2.2 доведено, що алгебраїчним базисом алгебри ком-

плекснозначних неперервних симетричних полiномiв на декартовому до-

бутку Lp1 × Lp2 × . . . × Lpn комплексних банахових просторiв функцiй,

абсолютно iнтегровних у вiдповiдних степенях за Лебегом, у випадку

p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn ≥ 1 є множина елементарних симетричних полiно-

мiв
{
R

(Lp1
×...×Lpn)

α : α ∈ ℵp1;...;pn
}
.

Нарештi, в пiдроздiлi 2.3 вставлено iзоморфiзм мiж алгебрами ком-

плекснозначних неперервних симетричних полiномiв на декартовому до-

бутку Lp1 × Lp2 × . . . × Lpn для p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn ≥ 1 та алгеброю

комплекснозначних неперервних симетричних полiномiв на декартовому

добутку Lp′1 × Lp′2 × . . . × Lp′n для довiльних p′1, p
′
2, . . . , p

′
n ≥ 1. Скори-

ставшися iзоморфнiстю алгебр доведено, що алгебраїчний базис алгебри



4

комплекснозначних неперервних симетричних полiномiв на декартовому

добутку Lp1 × Lp2 × . . . × Lpn комплексних банахових просторiв функцiй,

абсолютно iнтегровних у вiдповiдних степенях за Лебегом, для довiль-

них p1, p2, . . . , pn ≥ 1 це множина елементарних симетричних полiномiв{
R

(Lp1
×...×Lpn)

α : α ∈ ℵp1;...;pn
}
.

Третiй роздiл присвячено дослiдженню зв’язкiв мiж алгебрами дiй-

снозначних неперервних полiномiв на дiйсних банахових просторах та ал-

гебрами комплекснозначних неперервних полiномiв на комплексифiкацiях

цих просторiв, що мiстять комплекснi продовження елементiв цих алгебр.

Також отриманi результати використано для дослiдження алгебри симе-

тричних неперервних полiномiв на просторi L(R)
p1 × . . .×L(R)

pn —декартовому

добутку просторiв дiйсних банахових просторiв функцiй, абсолютно iнте-

гровних у вiдповiдних степенях за Лебегом.

В пiдроздiлi 3.1 побудовано алгебраїчний базис пiдалгебри алгебри

дiйснозначних неперервних полiномiв на дiйсному банаховому просторi E,

для якої iснує деяка пiдалгебра алгебри комплекснозначних неперервних

полiномiв на просторi Ẽ — комплексифiкацiї простору E, яка має деякий

алгебраїчний базис та мiстить комплекснi продовження всiх елементiв по-

чаткової пiдалгебри.

Результати пiдроздiлу 3.1 використано в пiдроздiлi 3.2, де у ролi

простору E використано декартiв добуток L
(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn дiйсних ба-

нахових просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у вiдповiдних степе-

нях за Лебегом, а в ролi пiдалгебри — алгебру симетричних неперерв-

них полiномiв на просторi L(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn . Встановлено, що алгебраї-

чний базис алгебри неперервних симетричних полiномiв на декартовому

добутку L(R)
p1 × . . .×L(R)

pn це множина елементарних симетричних полiномiв{
R

(
L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn

)
α : α ∈ ℵp1;...;pn

}
.

Четвертий роздiл присвячено, по-перше, дослiдженню алгебри цiлих

симетричних неперервних комплекснозначних функцiй обмеженого типу
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на декартовому добутку Lp1 × . . . × Lpn комплексних банахових просто-

рiв функцiй, вiдповiднi степенi яких абсолютно iнтегровнi за Лебегом. По-

друге, побудовi на довiльному дiйсному банаховому просторi деякого дiй-

сного аналога алгебри цiлих функцiй обмеженого типу на комплексифiкацiї

цього простору, та дослiдженню його властвивостей. По-третє, побудовi дiй-

сного аналога алгебри цiлих симетричних неперервних комплекснозначних

функцiй обмеженого типу на декартовому добутку Lp1 × . . .×Lpn компле-

ксних банахових просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у вiдповiдних

степенях за Лебегом.

В пiдроздiлi 4.1 дослiджено алгебру цiлих симетричних неперерв-

них комплекснозначних функцiй обмеженого типу на декартовому добутку

Lp1 × . . . × Lpn комплексних банахових просторiв функцiй, вiдповiднi сте-

пенi яких абсолютно iнтегровнi за Лебегом, знайдено її спектр та доведено

iзоморфнiсть мiж цiєю алгеброю та алгеброю цiлих функцiй на деякому

декартовому степеню простору C.

В пiдроздiлi 4.2 на довiльному дiйсному банаховому просторi X по-

будовано деякий дiйсний аналог A(X) алгебри цiлих функцiй обмеженого

типу на комплексифiкацiї просторуX, породженої деякою скiнченною мно-

жиною алгебраїчно незалежних однорiдних полiномiв. Дослiджено стру-

ктуру елементiв алгебри A(X).

В пiдроздiлi 4.3 застосовано конструкцiю з пiдроздiлу 4.2 для побу-

дови алгебри A
(
L
(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn

)
— дiйсного аналога алгебри цiлих симе-

тричних функцiй обмеженого типу на декартовому добутку Lp1 × . . .×Lpn

комплексних банахових просторiв функцiй, вiдповiднi степенi яких абсо-

лютно iнтегровнi за Лебегом побудованого на просторi L(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn

— декартовому добутку дiйсних банахових просторiв функцiй, абсолютно

iнтегровних у вiдповiдних степенях за Лебегом та було описано спектр ал-

гебри A
(
L
(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn

)
.

Нарештi, в пiдроздiлi 4.4 встановлено iзоморфiзм мiж алгеброю
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A
(
L
(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn

)
на просторi L(R)

p1 × . . . × L
(R)
pn —декартовому добутку

дiйсних банахових просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у вiдповiдних

степенях за Лебегом з попереднього пiдроздiлу та алгеброю A
(
R|ℵp1;...;pn

|
)

—

дiйсному аналогу алгебри цiлих функцiй на деякому декартовому степеню

простору C побудованому на просторi R|ℵp1;...;pn
|, що є деяким декартовим

степенем простору R.

Ключовi слова: полiном, цiла функцiя, аналiтична/голоморфна фун-

кцiя, аналiтична/голоморфна функцiя декiлькох комплексних змiнних, си-

метричнi полiноми, симетричнi функцiї, алгебраїчний базис алгебри полi-

номiв, функцiйний простiр, банахiв простiр, банахiв простiр iнтегровних за

Лебегом функцiй, алгебра Фреше, спектр алгебри.

ANNOTATION

Algebras of symmetric analytical functions on the Cartesian products of Banach

spaces — Qualifying scientific work on rights of manuscript.

A Thesis for a Philosophy Doctor Degree in Mathematics, speciality 111 —

Mathematics (field of knowledge 11 — Mathematics and statistics). — Vasyl

Stefanyk Carpathian National University of the Ministry of Education and Sci-

ence of Ukraine, Ivano-Frankivsk, 2026.

The dissertation consists of an abstract, introduction, four sections and

general conclusions, bibliography, and an appendix that contains the list of

the author’s publications and information on the approval of the dissertation’s

results.

The introduction justifies the relevance of the research topic, highlights

the connection of the work with scientific programs, plans, and topics, and

formulates the aim, object, subject, tasks, and research methods. It emphasises

the scientific novelty of the obtained results, notes the theoretical significance of

the results, and outlines the author’s contribution. Additionally, the introducti-

on provides information on the approval and publication of the results.
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In the first chapter the literature is reviewed, a historical analysis is carri-

ed out, and already known results are stated. The first subsection of the fi-

rst chapter is devoted to the historical development of research on algebras

of symmetric analytic functions on Banach spaces, beginning with the classi-

cal studies that mark the origins of functional analysis and concluding with

contemporary approaches. The second subsection of the first chapter contains

the formalization of the basic notions; here the key definitions, theorems, and

methods that shape the structure of subsequent research steps are presented.

The second chapter is devoted to the study of the algebra of complex-

valued continuous symmetric polynomials on the Cartesian product Lp1 × . . .×

Lpn of complex Banach spaces of functions whose corresponding powers are

absolutely Lebesgue integrable.

In Subsection 2.1 the sets of elementary symmetric polynomials{
R

(Lp1
×...×Lpn)

α : α ∈ ℵp1;...;pn
}

and
{
R

(
L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn

)
α : α ∈ ℵp1;...;pn

}
are

constructed on the spaces Lp1 × Lp2 × . . . × Lpn — the Cartesian product

of complex Banach spaces of functions whose corresponding powers are

absolutely Lebesgue integrable — and L
(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn — the Cartesian

product of real Banach spaces of functions whose corresponding powers are

absolutely Lebesgue integrable, where ℵp1;...;pn is the set of all multi-indices

(k1, . . . , kn) ∈ Zn+ \ {(0; . . . ; 0)}, for which the condition
∑n

j=1
kj
pj

≤ 1 holds,

and polynomials R

(
L
(K)
p1 ×...×L(K)

pn

)
α : L

(K)
p1 × . . . × L

(K)
pn → K are defined by

R

(
L
(K)
p1 ×...×L(K)

pn

)
α ((x1; . . . ;xn)) =

∫ 1

0 (x1(t))
k1 · . . . · (xn(t))kn dt, for K ∈ {R,C},

where L(C)
pi is the space Lpi. The properties of the set

{
R

(Lp1
×...×Lpn)

α : α ∈

ℵp1;...;pn
}

are investigated.

In Subsection 2.2 it is proved that, in the case p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn ≥ 1

the set of elementary symmetric polynomials
{
R

(Lp1
×...×Lpn)

α : α ∈ ℵp1;...;pn
}

is an algebraic basis of the algebra of complex-valued continuous symmetric

polynomials on the Cartesian product Lp1 × Lp2 × . . . × Lpn of complex
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Banach spaces of functions whose corresponding powers are absolutely Lebesgue

integrable.

Finally, in Subsection 2.3 an isomorphism is established between the

algebras of complex-valued continuous symmetric polynomials on the Cartesian

product Lp1 × Lp2 × . . . × Lpn for p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn ≥ 1 and the algebra

of complex-valued continuous symmetric polynomials on the Cartesian product

Lp′1 × Lp′2 × . . . × Lp′n for arbitraty p′1, p′2, . . . , p′n ≥ 1. Using the isomorphism

of these algebras, it is shown that for arbitrary p1, p2, . . . , pn ≥ 1 the algebraic

basis of the algebra of complex-valued continuous symmetric polynomials on

the Cartesian product Lp1×Lp2× . . .×Lpn of complex Banach spaces of functi-

ons whose corresponding powers are absolutely Lebesgue integrable is the set

of elementary symmetric polynomials
{
R

(Lp1
×...×Lpn)

α : α ∈ ℵp1;...;pn
}
.

The third chapter is devoted to the study of relations between the

algebras of real-valued continuous polynomials on real Banach spaces and the

algebras of complex-valued continuous polynomials on the complexifications of

those spaces, which contain the complex extensions of the elements of the real

algebras. The obtained results are also used to study the algebra of symmetric

continuous polynomials on the space L(R)
p1 × . . .×L

(R)
pn — the Cartesian product

of real Banach spaces of functions whose corresponding powers are absolutely

Lebesgue integrable.

In Subsection 3.1 an algebraic basis of a subalgebra of the algebra of

real-valued continuous polynomials on a real Banach space E is constructed,

under the assumption that there exists a certain subalgebra of the algebra of

complex-valued continuous polynomials on the space Ẽ — the complexification

of E — which possesses an algebraic basis and contains the complex extensions

of all elements of the original subalgebra.

The results of Subsection 3.1 are applied in Subsection 3.2, where the

space E is taken to be the Cartesian product L
(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn of real

Banach spaces of functions whose corresponding powers are absolutely Lebesgue
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integrable, and the subalgebra is the algebra of symmetric continuous polynomi-

als on L(R)
p1 ×. . .×L(R)

pn . It is established that the algebraic basis of the algebra of

continuous symmetric polynomials on the Cartesian product L(R)
p1 × . . .×L(R)

pn is

the set of elementary symmetric polynomials
{
R

(
L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn

)
α : α ∈ ℵp1;...;pn

}
.

The fourth chapter is devoted, firstly, to the study of the algebra of enti-

re symmetric continuous complex-valued functions of bounded type on the

Cartesian product Lp1 × . . . × Lpn of complex Banach spaces of functions

whose corresponding powers are absolutely Lebesgue integrable. Secondly, to

the construction on an arbitrary real Banach space of a certain real analogue

of the algebra of entire functions of bounded type on the complexification of

that space and the investigation of its properties. Thirdly, to the construction

of a real analogue of the algebra of entire symmetric continuous complex-valued

functions of bounded type on the Cartesian product Lp1 × . . .×Lpn of complex

Banach spaces of functions whose corresponding powers are absolutely Lebesgue

integrable.

In Subsection 4.1 the algebra of entire symmetric continuous complex-

valued functions of bounded type on the Cartesian product Lp1 × . . .× Lpn of

complex Banach spaces of functions whose corresponding powers are absolutely

Lebesgue is investigated, its spectrum is determined and an isomorphism

between this algebra and the algebra of entire functions on a certain Cartesian

power of the space C is proved.

In Subsection 4.2, on an arbitrary real Banach space X a real analogue

A(X) of the algebra of entire functions of bounded type on the complexification

ofX that is s generated by a finite set of algebraically independent homogeneous

polynomials is constructed. The structure of the elements of the algebra A(X)

is investigated.

In Subsection 4.3 the construction from Subsection 4.2 is applied to

construct the algebra A
(
L
(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn

)
— a real analogue of the algebra

of entire symmetric functions of bounded type on the Cartesian product Lp1 ×
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. . . × Lpn of complex Banach spaces of functions whose corresponding powers

are absolutely Lebesgue integrable, constructed on the space L(R)
p1 × . . .×L(R)

pn —

the Cartesian product of real Banach spaces of functions whose corresponding

powers are absolutely Lebesgue integrable —- and the spectrum of the algebra

A
(
L
(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn

)
is described.

Finally, in Subsection 4.4 an isomorphism is established between the

algebra A
(
L
(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn

)
on the space L(R)

p1 × . . . × L
(R)
pn —the Cartesi-

an product of real Banach spaces of functions whose corresponding powers are

absolutely Lebesgue integrable studied in the previous subsection — and the

algebra A
(
R|ℵp1;...;pn

|
)

— a real analogue of the algebra of entire functions on

a certain Cartesian power C constructed on the space R|ℵp1;...;pn
|, which is a

Cartesian power of R.

Keywords: polynomial; entire function; analytic/holomorphic functi-

on; analytic/holomorphic functions of several complex variables; symmetric

polynomials; symmetric functions; algebraic basis of an algebra of polynomials;

function space; Banach space; Banach space of Lebesgue integrable functions;

Fréchet algebra; spectrum of algebra.
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