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АНОТАЦIЯ

Самарук Н.М. Квазi-мономiальнi многочлени пiдгруп афiнної групи. —

Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття ступеня доктора фiлософiї за спецiальнiстю 111

Математика. — Карпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Сте-

фаника, Iвано-Франкiвськ, Мiнiстерство освiти i науки України, м. Iвано-

Франкiвськ, 2026.

Дисертацiя присвячена дослiдженню квазi-мономiв вiдносно пiдгруп

афiнних груп перетворень площини та простору.

Для розпiзнавання та класифiкацiї зображень за допомогою алгоритмiв

машинного навчання необхiдно побудувати такi ознаки, якi залишаються iн-

варiантними вiдносно геометричних перетворень площини, що не змiнюють

структури сцени. У випадку двовимiрних зображень до таких перетворень

належать обертання, паралельнi перенесення, масштабування та їхнi компо-

зицiї. Вiдповiднi iнварiантнi характеристики називають моментними iнварi-

антами. Залежно вiд вибору базису в просторi многочленiв {𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}, де

𝑚,𝑛 – цiлi невiд’ємнi числа (тут i надалi в текстi), розглядаються рiзнi систе-

ми моментiв. У найпростiшому випадку, коли 𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑚𝑦𝑛, отримуються

геометричнi моменти. Цi класичнi моменти були вперше запропонованi авто-

ром М.-К. Ху (Hu M.-K.) та стали основою побудови 2D-iнварiантних ознак

вiдносно паралельних перенесень, масштабувань i обертань. Алгебра вiдпо-

вiдних моментних iнварiантiв детально вивчена, зокрема в роботах Я. Флюс-

сера (Flusser J.) та Л. Бедратюка, де було наведено явний опис породжуючих

елементiв.

Проте практичне використання геометричних моментiв стикається з

проблемами чисельної нестабiльностi при обчисленнях у дискретних обла-

стях, особливо для великих зображень. Це спонукало дослiдникiв до перехо-

ду на iншi, обчислювально стiйкiшi базиси — ортогональнi або псевдоорто-
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гональнi. Однак при цьому виникла нова проблема: як зручно виражати та

обчислювати iнварiанти за змiнного базису. Дослiдники Ч.-В. Чонг, П. Ра-

вендран, Р. Мукундан (Chong C.-W., Raveendran P., Mukundan R.) знайшли

розв’язання цiєї задачi лише в окремих випадках — наприклад, для момен-

тiв Лежандра без урахування обертання. Проте загальний пiдхiд залишався

складним i недостатньо розробленим.

Вирiшальним стало вiдкриття Б. Яна, Х. Чжана та М. Дая (Yang B.,

Zhang H., Dai M.), якi виявили, що при виборi базису

𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝐻𝑚(𝑥)𝐻𝑛(𝑦),

де {𝐻𝑛(𝑥)} — класичнi многочлени Ермiта, форма моментних iнварiантiв вiд-

носно групи 𝑆𝑂(2) збiгається з формою геометричних моментiв. Це несподi-

ване спiвпадiння дозволило ефективно обчислювати ермiтовi ортогональнi

моменти, iнварiантнi до обертання.

Подальший розвиток цiєї iдеї був здiйснений у роботах Л. Бедратю-

ка, Я. Флюссера, Т. Сака, Я. Косткової та Я. Кауцького (Flusser J., Suk T.,

Kostkova J., Kautsky J.). У своїй працi вони запропонували повний опис усiх

многочленiв, якi мають властивiсть зберiгати форму моментних iнварiантiв

при змiнi базису. Ця властивiсть дiстала назву квазi-мономiальноcтi. Знання

таких квазi-мономiальних многочленiв (далi – квазi-мономiв) для основних

груп перетворень площини й простору є важливим для побудови швидких i

стабiльних алгоритмiв обчислення моментних iнварiантiв.

Запропонований пiдхiд природно узагальнюється на тривимiрний випа-

док, де замiсть функцiй двох змiнних розглядаються функцiї трьох змiнних,

що дає змогу застосовувати аналогiчнi iдеї для аналiзу 3D-зображень.

У зв’язку з цим актуальним є дослiдження квазi-мономiв для рiзних

пiдгруп афiнних груп перетворень площини й простору та встановлення їхнiх

властивостей. Отриманi результати мають значення не лише для прикладних
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задач розпiзнавання образiв i аналiзу зображень, але й для сумiжних галузей

— комбiнаторики, теорiї груп i теорiї спецiальних функцiй.

Дисертацiя складається з анотацiй українською та англiйською мова-

ми, перелiку умовних позначень, вступу, чотирьох роздiлiв основної частини,

висновкiв, списку використаних джерел та додаткiв.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть обраної теми, сформульовано мету,

об’єкт, предмет, завдання та методи дослiдження. Визначено наукову новизну

отриманих результатiв, їх практичне значення, зв’язок дисертацiйної роботи

з науковими темами, зазначено особистий внесок здобувача, а також подано

iнформацiю про апробацiю та публiкацiю результатiв дослiдження.

Основна частина дисертацiї складається з чотирьох роздiлiв, кожен iз

яких подiлений на пiдроздiли. Наприкiнцi кожного роздiлу сформульовано

узагальнюючi висновки.

Перший роздiл має пiдготовчий характер i присвячений аналiзу лiте-

ратури за темою дослiдження. У ньому здiйснено вибiр методологiї, сфор-

мульовано пiдходи до побудови теорiї квазi-мономiв та наведено допомiжнi

результати, необхiднi для подальших дослiджень.

Другий роздiл присвячено означенню та дослiдженню основних власти-

востей квазi-мономiв вiдносно пiдгруп афiнної групи площини.

У пiдроздiлi 2.1 розглянуто формування основних математичних

понять, що передують введенню квазi-мономiв, та подано означення

квазi-мономiальностi. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} називається квазi-

мономiальною вiдносно пiдгрупи 𝐻 афiнної групи Aff(2), якщо вона утворює

такий базис простору многочленiв вiд двох змiнних, у якому дiя групи 𝐻 за-

дається матрицями, тотожними тим, що вiдповiдають дiї 𝐻 в стандартному

мономiальному базисi 𝑥𝑚𝑦𝑛. Такi многочлени називаються квазi-мономами.

У пiдроздiлi 2.2 наведено основнi означення та теореми щодо квазi-

мономiв вiдносно групи обертань площини 𝑆𝑂(2). Сформульовано крите-
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рiй квазi-мономiальностi у термiнах експоненцiальної породжуючої функцiї.

Зокрема, функцiя

𝐺 =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

є породжуючою функцiєю квазi-мономiальної сiм’ї многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}

вiдносно 𝑆𝑂(2) тодi й лише тодi, коли 𝐺 = 𝐺(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦, 𝑥2+ 𝑦2, 𝑢2+ 𝑣2). Окре-

мо розглянуто диференцiальнi рiвняння, яким задовольняють квазi-мономи

𝑆𝑂(2).

У пiдроздiлi 2.3 дається схожий опис квазi-мономiв щодо неперерв-

них пiдгруп перетворень афiнної групи площини, а саме групи масшта-

бувань. Сформульовано критерiй квазi-мономiальностi: сiм’я многочленiв

{𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}, визначена експоненцiальною породжуючою функцiєю 𝐺, є

квазi-мономiальною вiдносно групи масштабувань площини тодi i тiльки тодi,

коли 𝐺 є функцiєю двох змiнних 𝐺 = 𝐺 (𝑥𝑢, 𝑦𝑣) .

У пiдроздiлi 2.4 розглянуто квазi-мономи щодо групи рiвномiрних мас-

штабувань площини. Встановлено, що сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}, визна-

чена експоненцiальною породжуючою функцiєю𝐺, є квазi-мономiальною що-

до групи рiвномiрних масштабувань площини тодi i тiльки тодi, коли 𝐺 є

функцiєю трьох змiнних: 𝐺 = 𝐺
(︁𝑦
𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥

)︁
.

У пiдроздiлi 2.5 описано квазi-мономи щодо групи паралельних пере-

несень площини та наведено критерiй квазi-мономiальностi сiм’ї многочле-

нiв вiдносно цiєї групи у термiнах її експоненцiальної породжуючої функцiї.

Зокрема, доведено, що сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} є квазi-мономiальною

вiдносно групи паралельних перенесень площини тодi i тiльки тодi, коли

її експоненцiальна породжуюча функцiя має вигляд 𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣, де

𝐶(𝑢, 𝑣) — довiльний степеневий ряд за змiнними 𝑢, 𝑣.

Крiм того, встановлено який вид нормалiзацiї зберiгає властивiсть

квазi-мономiальностi. Також наведено рекурентнi спiввiдношення для сiм’ї
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многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}.

У пiдроздiлi 2.6 дається схожий опис квазi-мономiв щодо групи рiвно-

мiрних паралельних перенесень площини. Встановлено, що сiм’я многочленiв

{𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} буде квазi-мономомiальною сiм’єю вiдносно групи рiвномiрних

паралельних перенесень площини тодi i тiльки тодi, коли її експоненцiальна

породжуюча функцiя має вигляд 𝐺 = 𝐶(𝑥 − 𝑦, 𝑢, 𝑣)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣 де 𝐶 – довiльний

степеневий ряд за змiнними 𝑥− 𝑦, 𝑢, 𝑣.

Третiй роздiл присвячено опису квазi-мономiв вiд трьох змiнних вiд-

носно пiдгруп афiнної групи простору Aff(3).

У пiдроздiлi 3.2 розглянуто квазi-мономи щодо групи масштабувань

простору. Доведено, що сiм’я {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} є квазi-мономiальною тодi i

тiльки тодi, коли виконується:

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧) = 𝑠𝑚𝑡𝑛𝑟𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

для всiх 𝑠, 𝑡, 𝑟 ∈ R та 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.

Також описано всi сiм’ї многочленiв, якi є квазi-мономiальними вiдно-

сно групи масштабувань простору в термiнах породжуючої функцiї. Доведе-

но, що сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} , визначена експоненцiйною поро-

джуючою функцiєю

𝐺 =
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
,

буде квазi-мономiальною вiдносно групи масштабувань простору тодi i тiльки

тодi, коли 𝐺 є функцiєю вiд трьох змiнних: 𝐺 = 𝐺 (𝑥𝑢, 𝑦𝑣, 𝑧𝑤) .

У пiдроздiлi 3.3 дається опис квазi-мономiв щодо групи рiвномiрних

масштабувань простору та встановлюється той факт, що сiм’я многочленiв

{𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)}, визначена експоненцiальною породжуючою функцiєю 𝐺, бу-

де квазi-мономiальною вiдносно групи рiвномiрних масштабувань простору
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тодi i тiльки тодi коли 𝐺 є функцiєю вiд змiнних:

𝐺 = 𝐺
(︁𝑦
𝑥
,
𝑧

𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥, 𝑤𝑥

)︁
.

У пiдроздiлi 3.4 описано квазi-мономи щодо групи паралельних пере-

несень простору та наведено китерiй квазi-мономiальностi сiм’ї многочленiв

у термiнах її експоненцiальної породжуючої функцiї. Зокрема, показано, що

сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} є квазi-мономiальною сiм’єю вiдносно гру-

пи паралельних перенесень простору тодi i тiльки тодi, коли її експоненцiаль-

на породжуюча функцiя має вигляд 𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤, де 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤) –

довiльний степеневий ряд за змiнними 𝑢, 𝑣, 𝑤.

Крiм того, встановлено який тип нормалiзацiї зберiгає властивiсть

квазi-мономiальностi.

У пiдроздiлi 3.5 дається схожий опис квазi-мономiв щодо групи рiв-

номiрних паралельних перенесень простору. Зокрема, встановлено, що сiм’я

многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} буде квазi-мономiальною вiдносно групи рiвно-

мiрних паралельних перенесень тодi i тiльки тодi коли її експоненцiальна

породжуюча функцiя має вигляд 𝐶(𝑥− 𝑦, 𝑥− 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤, де 𝐶 – до-

вiльний степеневий ряд за змiнними 𝑥− 𝑦, 𝑥− 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤.

Четвертий роздiл є просторовим аналогом другого роздiлу й присвя-

чений опису квазi-мономiв вiдносно групи обертань простору 𝑆𝑂(3).

У пiдроздiлi 4.2 наведено визначення дiї спецiальної ортогональної

тривимiрної групи 𝑆𝑂(3) на многочлени {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} через розклада-

ння за певним комбiнаторним законом, що забезпечує збереження квазi-

мономiальної форми. Встановлено, що сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)}, ви-

значена експоненцiальною породжуючою функцiєю 𝐺, є квазi-мономiальною

тодi i тiльки тодi, коли 𝐺 є функцiєю трьох змiнних:

𝐺 = 𝐺(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦 + 𝑤𝑧, 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, 𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2).
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Крiм того, наведено приклад, у якому доведено, що многочлени Ермiта

вiд трьох змiнних є квазi-мономами вiдносно 𝑆𝑂(3), а також встановлено

умови нормалiзацiї, якi зберiгають квазi-мономiальнiсть.

У пiдроздiлi 4.3 наведено приклади бiортогональних многочленiв Аппе-

ля, якi є квазi-мономами 𝑆𝑂(3), а також подано рекурентнi спiввiдношення,

що забезпечують ефективнiсть їх обчислення.

Ключовi слова: квазi-мономiальнi многочлени, квазi-мономи, полiно-

ми, групи, матричнi групи, пiдгрупа, афiнна група, афiннi перетворення

площини та простору, групи обертань 𝑆𝑂(2) та 𝑆𝑂(3), група масштабу-

вань, група паралельних перенесень, многочлени Аппеля, матриця, експо-

ненцiальна породжуюча функцiя.
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ABSTRACT

Samaruk N.M.Quasi-monomial polynomials of subgroups of an affine group.

— Qualifying scientific work as a manuscript.

Dissertation for obtaining the degree of Doctor of Philosophy in specialty

111 Mathematics. — Vasyl Stefanyk Carpathian National University, Ministry of

Education and Science of Ukraine, Ivano-Frankivsk, 2026.

The dissertation is devoted to the study of quasi-monomial polynomials

with respect to subgroups of affine transformation groups of plane and space.

For recognition and classification of images using machine learning algori-

thms, it is necessary to construct features that remain invariant with respect

to geometric transformations of the plane that do not change the structure of

the scene. In the case of two-dimensional images, such transformations include

rotations, parallel translations, scaling, and their compositions. The correspondi-

ng invariant characteristics are called moment invariants. Depending on the choice

of basis in the polynomial space {𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}, where𝑚,𝑛 are non-negative integers

(here and further in the text), different moment systems are considered. In the

simplest case, when 𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑚𝑦𝑛, geometric moments are obtained. In the

simplest case, when 𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑚𝑦𝑛, geometric moments are obtained. These

classical moments were first proposed by M.-K. Hu and became the basis for

constructing 2D-invariant features with respect to parallel translations, scaling,

and rotations. The algebra of corresponding moment invariants has been studied

in detail, particularly in the works of J. Flusser and L. Bedratyuk , where an

explicit description of generating elements was provided.

However, practical use of geometric moments faces problems of numeri-

cal instability in calculations in discrete domains, especially for large images.

This prompted researchers to switch to other, computationally more stable bases

— orthogonal or pseudo-orthogonal. However, this created a new problem: how

to conveniently express and calculate invariants when the basis is changed.
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Researchers C.-W. Chong, P. Raveendran, and R. Mukundan found solutions

to this problem only in special cases — for example, for Legendre moments wi-

thout considering rotation. However, the general approach remained complex and

insufficiently developed.

The breakthrough came with the discovery by B. Yang, G. Li , H. Zhang,

and M. Dai, who found that when choosing the basis

𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝐻𝑚(𝑥)𝐻𝑛(𝑦),

where {𝐻𝑛(𝑥)} are the classical Hermite polynomials, the form of moment invari-

ants with respect to the group 𝑆𝑂(2) coincides with the form of geometric

moments. This unexpected coincidence allowed for efficient computation of Hermi-

te orthogonal moments invariant to rotation.

Further development of this idea was carried out in the works of J. Flusser,

L. Bedratyuk, T. Suk, J. Kostkova, and J. Kautsky. In their work, they proposed

a complete description of all polynomials that have the property of preserving the

form of moment invariants when changing the basis. This property was named

quasi-monomiality. Knowledge of such quasi-monomials for the main groups of

transformations of the plane and space is important for constructing fast and

stable algorithms for computing moment invariants.

The proposed approach naturally generalizes to the three-dimensional case,

where instead of functions of two variables, functions of three variables are consi-

dered, which allows applying similar ideas for analyzing 3D images.

Therefore, the study of quasi-monomials for various subgroups of affine

transformation groups of the plane and space and the establishment of their

properties is relevant. The obtained results are significant not only for applied

problems of pattern recognition and image analysis but also for related fields —

combinatorics, group theory, and the theory of special functions.

The dissertation consists of abstracts in Ukrainian and English, a list of



11

symbols, an introduction, four chapters of the main part, conclusions, a list of

references, and appendices.

The introduction substantiates the relevance of the chosen topic, formulates

the purpose, object, subject, tasks, and research methods. The scientific novelty of

the obtained results, their practical significance, the connection of the dissertation

work with scientific topics are determined, the personal contribution of the candi-

date is specified, and information on the approbation and publication of research

results is provided.

The main part of the dissertation consists of four chapters, each divided into

subsections. At the end of each chapter, generalizing conclusions are formulated.

The first chapter is preparatory in nature and is devoted to the analysis of li-

terature on the research topic. It carries out the choice of methodology, formulates

approaches to constructing the theory of quasi-monomials, and provides auxiliary

results necessary for further research.

The second chapter is devoted to the meaning and study of the basic

properties of quasi-monomials with respect to subgroups of the affine group of

the plane.

Subsection 2.1 examines the formation of the basic mathematical concepts

preceding the introduction of quasi-monomials and provides the definition of

quasi-monomiality. A family of polynomials {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} is called quasi-monomial

with respect to a subgroup 𝐻 of the affine group Aff(2) if it forms a basis for the

space of polynomials in two variables in which the action of the group 𝐻 is given

by matrices identical to those corresponding to the action of 𝐻 in the standard

monomial basis 𝑥𝑚𝑦𝑛. Such polynomials are called quasi-monomials.

In subsection 2.2, the basic definitions and theorems regarding quasi-

monomials with respect to the group of rotations of the plane 𝑆𝑂(2) are presented.

The criterion of quasi-monomiality is formulated in terms of the exponential



12

generating function. In particular, the function

𝐺 =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

is a generating function of the quasi-monomial family of polynomials {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}

with respect to 𝑆𝑂(2) if and only if𝐺 = 𝐺(𝑢𝑥+𝑣𝑦, 𝑥2+𝑦2, 𝑢2+𝑣2). The differenti-

al equations satisfied by the quasi-monomials 𝑆𝑂(2) are separately considered.

In subsection 2.3, a similar description of quasi-monomials with respect to

continuous subgroups of transformations of the affine group of the plane, namely

the scaling group, is given. A criterion of quasi-monomiality is formulated: a family

of polynomials {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}, defined by the exponential generating function 𝐺, is

quasi-monomial with respect to the scaling group of the plane if and only if 𝐺 is

a function of two variables: 𝐺 = 𝐺 (𝑥𝑢, 𝑦𝑣).

In subsection 2.4, quasi-monomials with respect to the group of uniform

scalings of the plane are considered. It is established that a family of polynomials

{𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}, defined by the exponential generating function𝐺, is quasi-monomial

with respect to the group of uniform scalings of the plane if and only if 𝐺 is a

function of three variables: 𝐺 = 𝐺
(︁𝑦
𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥

)︁
.

In subsection 2.5, quasi-monomials with respect to the translation group

of the plane are described, and a criterion for the quasi-monomiality of a family

of polynomials with respect to this group is given in terms of its exponential

generating function. It is proved that a family of polynomials {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} is

quasi-monomial with respect to the translation group of the plane if and only

if its exponential generating function has the form 𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣, where

𝐶(𝑢, 𝑣) – is an arbitrary power series in variables 𝑢, 𝑣.

Additionally, the type of normalization that preserves the property of quasi-

monomiality is established. Recurrence relations for the family of polynomials

{𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} are also provided.

In subsection 2.6, a similar description of quasi-monomials with respect to
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the uniform translation group of the plane is given. It is established that a family

of polynomials {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} will be a quasi-monomial family with respect to the

uniform translation group of the plane if and only if its exponential generating

function has the form 𝐺 = 𝐶(𝑥− 𝑦, 𝑢, 𝑣)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣, where 𝐶 – is an arbitrary power

series in variables 𝑥− 𝑦, 𝑢, 𝑣.

The third chapter is devoted to the description of quasi-monomials of three

variables with respect to subgroups of the affine group of space Aff(3).

In subsection 3.2, quasi-monomials with respect to the scaling group of space

are considered. It is proved that a family {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} is quasi-monomial if

and only if the following holds:

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧) = 𝑠𝑚𝑡𝑛𝑟𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

for all 𝑠, 𝑡, 𝑟 ∈ R and 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.

All families of polynomials that are quasi-monomial with respect to the

scaling group of space are also described in terms of the generating function. It is

proved that a family of polynomials {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)}, defined by the exponential

generating function

𝐺 =
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
,

will be quasi-monomial with respect to the scaling group of space if and only if

𝐺 is a function of three variables: 𝐺 = 𝐺 (𝑥𝑢, 𝑦𝑣, 𝑧𝑤).

In subsection 3.3, a description of quasi-monomials with respect to the

group of uniform scalings of space is given, and it is established that a family

of polynomials {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)}, defined by the exponential generating function

𝐺, will be quasi-monomial with respect to the group of uniform scalings of space

if and only if 𝐺 is a function of the variables:

𝐺 = 𝐺
(︁𝑦
𝑥
,
𝑧

𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥, 𝑤𝑥

)︁
.
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In subsection 3.4, quasi-monomials with respect to the translation group of

space are described, and a criterion of quasi-monomiality for a family of polynomi-

als is given in terms of its exponential generating function. In particular, it is

shown that a family of polynomials {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} is a quasi-monomial fami-

ly with respect to the translation group of space if and only if its exponential

generating function has the form 𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤, where 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤) – is

an arbitrary power series in variables 𝑢, 𝑣, 𝑤. Additionally, the type of normali-

zation that preserves the property of quasi-monomiality is established.

In subsection 3.5, a similar description of quasi-monomials with respect to

the uniform translation group of space is given. In particular, it is established that

a family of polynomials {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} will be quasi-monomial with respect to

the uniform translation group if and only if its exponential generating function

has the form 𝐶(𝑥 − 𝑦, 𝑥 − 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤, where 𝐶 – is an arbitrary power

series in variables 𝑥− 𝑦, 𝑥− 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤.

The fourth chapter is the spatial analogue of the second chapter and is

devoted to the description of quasi-monomials with respect to the rotation group

of space 𝑆𝑂(3). In subsection 4.2, the definition of the action of the special

orthogonal three-dimensional group 𝑆𝑂(3) on polynomials {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} is

given through decomposition according to a certain combinatorial law, which

ensures the preservation of the quasi-monomial form. It is established that a fami-

ly of polynomials {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)}, defined by the exponential generating function

𝐺, is quasi-monomial if and only if 𝐺 is a function of three variables:

𝐺 = 𝐺(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦 + 𝑤𝑧, 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, 𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2).

In addition, an example is given in which it is proven that Hermite polynomi-

als in three variables are quasi-monomials with respect to 𝑆𝑂(3), and normali-

zation conditions that preserve quasi-monomiality are established.

In subsection 4.3, examples of biorthogonal Appell polynomials that are
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quasi-monomials 𝑆𝑂(3) are given, as well as recurrence relations that ensure the

efficiency of their computation.

Keywords: quasi-monomial polynomials, quasi-monomials, polynomials,

groups, matrix groups, subgroup, affine group, affine transformations of the plane

and space, rotation groups 𝑆𝑂(2) and 𝑆𝑂(3), scaling group, translation group,

Appel polynomials, matrix, exponential generating function.
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СПИСОК ПОЗНАЧЕНЬ

⋊ — напiвпрямий добуток груп.

Aff(2) — афiнна група перетворень площини.

Aff(3) — афiнна група перетворень тривимiрного

простору.

{𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} — сiм’я многочленiв вiд двох змiнних, iн-

дексованих парою цiлих невiд’ємних чисел

(𝑚,𝑛).

{𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} — сiм’я многочленiв вiд трьох змiнних, iн-

дексованих трiйкою цiлих невiд’ємних чисел

(𝑚,𝑛, 𝑘).

𝐺(𝑥, 𝑦;𝑢, 𝑣),

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑢, 𝑣, 𝑤)

— експоненцiальна породжуюча функцiя вiд-

повiдної сiм’ї многочленiв.

𝐻𝑚(𝑥) — многочлен Ермiта вiд однiєї змiнної.

R* — група дiйсних чисел без нуля вiдносно мно-

ження.

SO(𝑛) — група обертань простору R𝑛.

SO(2) — група обертань площини навколо початку

координат.

SO(3) — група обертань тривимiрного простору.

𝑇 (2) — група паралельних перенесень площини.

𝐺𝐿(𝑛) — загальна лiнiйна група невироджених ма-

триць порядку 𝑛.
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𝑇 — оператор дiї групи у вiдповiдному про-

сторi.

𝑥𝑚 𝑦𝑛,

𝑥𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘

— елементи стандартного степеневого ба-

зису вiд двох або трьох змiнних.

𝜇𝑝,𝑞(𝑓),

𝜇𝑝,𝑞,𝑟(𝑓)

— геометричнi моменти функцiї (зобра-

ження) у 2D чи 3D.

{𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)},

{𝜋𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)}

— базис векторного простору многочле-

нiв вiд двох та трьох змiнних.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми дослiдження.

Теорiя зображень груп i спецiальних функцiй, яка добре вiдома серед

математикiв, вiдiграє важливу роль у машинному навчаннi, зокрема в тео-

рiї розпiзнавання образiв та аналiзi 2D i 3D-зображень. Для розпiзнавання,

класифiкацiї та видiлення об’єктiв на зображеннях за допомогою методiв ма-

шинного навчання необхiдно знаходити ознаки, що залишаються iнварiантни-

ми до геометричних перетворень, якi не спотворюють сцену зображення. Зо-

браження ототожнюється з кусково-неперервною дiйсною функцiєю вiд двох

змiнних 𝑓 : Ω → R,Ω ⊂ R2, що визначена на компактнiй областi Ω i яка

має скiнченний ненульовий iнтеграл. Для 2D-зображень такими перетворе-

ннями є обертання, паралельне перенесення та масштабування зображення.

Вiдповiднi iнварiантнi ознаки вперше були введенi в статтi [25] i називаю-

ться моментними iнварiантами. З того часу моментнi iнварiанти активно

використовуються в розпiзнаваннi образiв, їм присвячено значну кiлькiсть

статей. Все це пiдкреслює важливiсть математичного апарату для створення

iнварiантних ознак, якi дозволяють системам машинного навчання коректно

розпiзнавати об’єкти незалежно вiд їх положення, орiєнтацiї та розмiру на

зображеннi.

У сучасних дослiдженнях з розпiзнавання образiв та аналiзу даних все

бiльшої уваги набуває iдея безпосереднього включення iнварiантних (зокре-

ма, квазi-мономiальних) моментiв до архiтектури глибоких нейронних ме-

реж. Це зумовлено тим, що навiть найпоширенiшi згортковi нейроннi мережi

(CNN) не володiють повною обертовою iнварiантнiстю та здебiльшого покла-

даються на аугментацiю (штучне розширення навчальної вибiрки обертан-

нями, масштабуваннями тощо). Такий пiдхiд суттєво збiльшує обсяг трену-
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вальних даних, але не завжди гарантує високу якiсть розпiзнавання пiд час

значних змiн орiєнтацiї об’єкта.

Водночас, як продемонстровано у низцi робiт [29–31], впровадження

ротацiйно iнварiантних ознак на етапi пулiнгу або ж на промiжних рiвнях

мережi, дає змогу зменшити потребу в масовiй аугментацiї, iстотно скороти-

ти кiлькiсть параметрiв i збiльшити точнiсть класифiкацiї. Для формуван-

ня таких iнварiантних ознак використовують рiзноманiтнi системи моментiв

(Зернiке, Гауса-Ермiта), а вiднедавна — i квазi-мономiальнi базиси на осно-

вi многочленiв Аппеля. Завдяки їх здатностi до зручної побудови ротацiйних

iнварiантiв, такi моменти iнтегрують у так званi групо-еквiварiантнi CNN (G-

CNN) — особливу архiтектуру згорткових мереж, що за означенням зберiгає

«еквiварiантнiсть» вiдносно заданих груп перетворень (зокрема, обертань i

зсувiв). На виходi мережi застосовують додатковi пулiнговi операцiї, якi за-

безпечують повну iнварiантнiсть до дiї групи.

Поняття еквiварiантностi було сформульовано Коеном i Веллiнгом

(Cohen T.S., Welling W.) [14], що дало поштовх до створення рiзноманiтних

групо-еквiварiантних методiв, основаних на використаннi симетрiй та розпо-

дiлу ваг [7, 24, 33, 34, 48]. Багато праць стосуються випадку обертань, коли

об’єкти виникають з рiзними орiєнтацiями: аерофотозйомка [9, 10, 22, 44], мi-

кроскопiчна вiзуалiзацiя [11,12], класифiкацiя текстур [35] тощо. Щоб оцiни-

ти, наскiльки модель дiйсно використовує свої ваги в умовах обмежених вибi-

рок, у деяких дослiдженнях розглядають сценарiй навчання без розширення

(аугментацiї) взагалi, що призводить до жорстко (математично) iнварiантних

мереж [26,32].

Одним iз успiшних прикладiв такого пiдходу є архiтектура H-NeXtA,

у якiй замiсть традицiйних методiв узагальнення ознак (таких як Global

Average Pooling або моменти Зернiке) використовуються моменти Аппеля —

квазi-мономiальнi функцiї, що формують несепарабельний базис iз кращими
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просторовими властивостями. Завдяки цьому мережа навчається розпiзнава-

ти характеристики, iнварiантнi до повороту та зсуву, без потреби в надмiр-

ному аугментуваннi.

Експерименти на рiзнорiдних наборах даних — зокрема, 3D-сканах

скульптур, МРТ-знiмках, конфокальних мiкрозображеннях та синтетичних

колекцiях iз випадковими обертаннями — продемонстрували пiдвищення то-

чностi розпiзнавання на 3–5% порiвняно з базовими моделями, а також

стiйкiсть до геометричних спотворень (робастнiсть). Наприклад, на наборi

ShapeNet точнiсть класифiкацiї зросла з 87,2% до 91,0%.

Додатковою перевагою є скорочення кiлькостi параметрiв мережi, що,

у свою чергу, зменшує ризик перенавчання. Завдяки цьому H-NeXtA може

ефективно працювати навiть на обмежених за розмiром вибiрках, демонстру-

ючи водночас високу узагальнювальну здатнiсть.

З огляду на це, застосування квазi-мономiальних базисiв (зокрема, вiд-

носно групи обертань) у формуваннi початкових ознак або промiжних ша-

рiв CNN є перспективним напрямом у розбудовi глибоких архiтектур, апрi-

орi адаптованих до iнварiантiв вiдносно обертань. Таким чином, розробка

та вивчення квазi-мономiальних многочленiв (далi – квазi-мономiв) вiдносно

рiзних афiнних i евклiдових груп перетворень стають важливими не лише

для класичних задач аналiзу зображень (побудови iнварiантiв i класифiкацiї

об’єктiв), а й для створення стабiльних до поворотiв (i ширше — до загальних

геометричних перетворень) нейронних мереж.

Зазначимо, що загальним 𝜋-моментом зображення порядку 𝑚+𝑛 на-

зивається величина:

m𝑚,𝑛(𝑓(𝑥, 𝑦)) = m𝑚𝑛 =

∫︁∫︁
Ω

𝑓(𝑥, 𝑦)𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

де {𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} є базис векторного простору 𝒫2 многочленiв вiд двох змiн-

них. Залежно вiд вибору базису в просторi многочленiв {𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}, де 𝑚,𝑛
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– цiлi невiд’ємнi числа (тут i надалi в текстi), розглядаються рiзнi системи

моментiв. Для випадку 𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑚𝑦𝑛 такi моменти називаються геоме-

тричними моментами. Aфiнна група площини та її пiдгрупи природно дiють

на геометричнi моменти i виникають вiдповiднi алгебри моментних iнварiан-

тiв. У застосуваннях особливий iнтерес викликають iнварiанти вiдносно дiї

групи 𝐺, яка є напiвпрямим добутком групи паралельних перенесень пло-

щини 𝑇 (2) з прямим добутком групи рiвномiрних масштабувань R* i групи

𝑆𝑂(2) обертань площини:

𝐺 = (R* × 𝑆𝑂(2))⋊ 𝑇 (2).

Група 𝐺 є чотирипараметричною групою перетворень площини з такою

дiєю на (𝑥, 𝑦) ∈ R2 :

(𝑥, 𝑦)⊤ ↦→ 𝑠

⎛⎝cos 𝜃 − sin 𝜃

sin 𝜃 cos 𝜃

⎞⎠⎛⎝𝑥

𝑦

⎞⎠+

⎛⎝𝑎

𝑏

⎞⎠ ,

де 𝑎, 𝑏 ∈ R.

Введення моментних iнварiантiв було одним iз яскравих прикладних

застосувань класичної теорiї iнварiантiв до проблеми класифiкацiї. Вiдомо,

що з геометричних моментiв утворюються центральнi моменти:

𝜇𝑚𝑛(𝑓(𝑥, 𝑦)) = 𝜇𝑚𝑛 =

∫︁∫︁
Ω

(𝑥− 𝑥̄)𝑚(𝑦 − 𝑦)𝑛𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Тут

𝑥̄ =
𝑚10

𝑚0,0
, 𝑦 =

𝑚01

𝑚0,0
,

де 𝑚𝑚𝑛 = m𝑚,𝑛 — геометричнi моменти. Центральнi моменти вже є iнварiан-

тами групи паралельних перенесень, а якщо їх вiдповiдно нормалiзувати

𝜂𝑚,𝑛 =
𝜇𝑚,𝑛

𝜇
1+𝑚+𝑛

2
0,0

, 𝑚+ 𝑛 ≥ 2,
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то вони вже будуть i iнварiантами групи масштабувань. Тому проблема зна-

ходженя iнварiантiв групи 𝐺 звелася до знаходження функцiй вiд нормалiзо-

ваних центральних моментiв, якi будуть iнварiантами вiдносно групи обер-

тань 𝑆𝑂(2).

Алгебра моментних iнварiантiв групи𝐺 добре вивчена, зокрема вiдомий

явний опис її породжуючих елементiв [5,20]. Проте, практичне використання

геометричних моментiв викликає труднощi через їхню обчислювальну неста-

бiльнiсть при роботi в дискретних областях, оскiльки степенi 𝑥𝑚𝑦𝑛 швидко

ростуть при збiльшеннi розмiру зображень. Для уникнення цiєї проблеми за-

мiсть геометричних моментiв розглядають так званi ортогональнi моменти,

якi породжуються базисом:

𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝐺𝑚(𝑥)𝐺𝑛(𝑦),

де {𝐺𝑚(𝑥)} – деяка сiм’я ортогональних многочленiв. Також розглядають ви-

падок i неортогональних многочленiв, якi утворюють базис в просторi мно-

гочленiв 𝒫2 i якi вже обчислювально стабiльнi. Але для негеометричних мо-

ментiв виникає проблема обчислення моментних iнварiантiв, якi тепер потрi-

бно обчислювати в новому базисi. Змiна базису наштовхується на технiчнi

труднощi i розв’язана лише для моментiв Лежандра, причому для простих

перетворень площини, якi не включають повороти [13].

Принципово iнший пiдхiд було застосовано в статтi [49]. Автори вста-

новили цiкавий i несподiваний факт – виявляється, що для моментiв Ермi-

та 𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝐻𝑚(𝑥)𝐻𝑛(𝑦), де 𝐻𝑚(𝑥), 𝐻𝑛(𝑥) – класичнi многочлени Ермiта

однiєї змiнної, форма iнварiантних моментiв вiдносно групи 𝑆𝑂(2) така сама

як i для геометричних моментiв. Це випливає iз того, що матриця лiнiйного

оператора повороту на кут 𝑇𝜃 з наступною дiєю на функцiї

𝑇𝜃𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃, 𝑥 sin 𝜃 + 𝑦 cos 𝜃), 𝜃 ∈ [0, 2𝜋),

в базисi {𝑥𝑚𝑦𝑛} така сама, як i в базисi 𝐻𝑚(𝑥)𝐻𝑛(𝑦). Таким чином, така
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властивiсть многочленiв Ермiта дозволила ефективно обчислювати моментнi

𝑆𝑂(2)-iнварiанти Ермiта зображень.

Сiм’я многочленiв 𝐺𝑚(𝑥), така, що при дiї групи перетворень площини

базис 𝐺𝑚(𝑥)𝐺𝑛(𝑦) змiнюються аналогiчно до того, як змiнюються базис 𝑥𝑚𝑦𝑛

називається квазi-мономiальною вiдносно цiєї групи. Знання таких квазi-

мономiв для основних груп перетворень площини i простору є важливим для

швидкого i стабiльного обчислення вiдповiдних моментних iнварiантiв зобра-

жень.

Цi самi iдеї i пiдходи можна застосувати i для 3D-зображень, узагаль-

нивши поняття геометричного моменту на випадок функцiї трьох змiнних.

Мета даної роботи є подальший розвиток поняття квазi-монома вiдно-

сно групи обертань площини, вперше введеного в статтi [49], та перенесення

його на iншi пiдгрупи групи перетворень площини та простору. В роботi буде

введено поняття квазi-мономiв для рiзних пiдгруп афiнних груп перетворень

площини i простору та встановлення їхнiх властивостей.

Такий пiдхiд показав свою ефективнiсть i дозволив довести ряд резуль-

татiв, якi характеризують квазi-мономи вiдносно груп перетворень площини

та простору, тобто тих груп якi найчастiше використовуються на практицi в

теорiї розпiзнавання образiв.

Тому отриманi результати є важливими та актуальними як для застосу-

вань в теорiї розпiзнавання образiв, аналiзу зображень так i в комбiнаторицi,

теорiї груп та теорiї спецiальних функцiй.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Робота не пов’язана з з науковими програмами, планами, темами.

Мета i завдання дослiдження.

Метою дисертацiйної роботи є опис спецiальних функцiй, якi є квазi-

мономами вiдносно пiдгруп афiнної групи площини та простору.

Вiдповiдно до поставленої мети, сформульовано наступнi завдання до-
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слiдження :

– описати квазi-мономи вiдносно пiдгруп афiнної групи площини —

зокрема, пiдгруп обертань, масштабувань, паралельних перенесень та їхнiх

композицiй;

– побудувати породжуючi функцiї для квазi-мономiв вiдносно пiдгруп

афiнної групи простору, а також визначити їх явний вигляд i вивести реку-

рентнi спiввiдношення;

– дослiдити квазi-мономи для пiдгрупи обертань простору через много-

члени Аппеля, зокрема, показати, що цi многочлени є квазi-мономами, отри-

мати їх явний вигляд, скласти вiдповiднi рекурентнi спiввiдношення;

– сформулювати умови, за яких задана експоненцiальна породжуюча

функцiя породжує систему квазi-мономiв вiдносно вiдповiдної пiдгрупи афiн-

ної групи площини або простору.

Об’єктом дослiдження є експоненцiальнi породжуючi функцiї та

визначенi ними сiм’ї многочленiв вiд двох i трьох змiнних, що виникають при

дiї пiдгруп афiнних груп площини та простору.

Предметом дослiдження є є умови й закономiрностi, за яких експо-

ненцiальнi породжуючi функцiї породжують квазi-мономiальнi сiм’ї, зокрема

їхнiй вигляд, диференцiальнi критерiї квазi-мономiальностi та породжуванi

рекурентнi спiввiдношення.

Методи дослiдження: у роботi використано методи комбiнаторики

та диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних.

Наукова новизна отриманих результатiв.

У дисертацiйнiй роботi вперше одержано низку результатiв, що станов-

лять новий внесок у теорiю квазi-мономiальних многочленiв. Зокрема:

– Запроваджено поняття сiмей квазi-мономiальних многочленiв вiдно-

сно пiдгруп афiнних груп перетворень площини Aff(2) та простору Aff(3).

– Отримано повний опис у термiнах експоненцiальних породжуючих
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функцiй сiмей квазi-мономiальних многочленiв вiдносно таких пiдгруп афiн-

них груп площини та простору: обертань, масштабувань, рiвномiрних мас-

штабувань, паралельних перенесеннь, рiвномiрних паралельних перенесень.

– Побудовано явний приклад квазi-мономiальної сiм’ї многочленiв вiд-

носно пiдгрупи паралельних перенесень площини та встановлено рекурентнi

спiввiдношення для цiєї сiм’ї.

– Дослiджено умови нормалiзацiї, за яких зберiгається квазi-

мономiальнiсть многочленiв вiдносно групи паралельних перенесень площини

та простору, а також вiдносно групи обертань простору.

– Доведено, що двi сiм’ї бiортогональних многочленiв Аппеля вiд трьох

змiнних є квазi-мономiальними вiдносно групи обертань простору, та знайде-

но рекурентнi спiввiдношення для цих сiмей.

Теоретичне та практичне значення отриманих результатiв.

Теоретичне значення роботи полягає у подальшому розвитку теорiї

квазi-мономiальних многочленiв та її узагальненнi на широкий клас пiдгруп

афiнних груп площини та простору. Запроваджений у роботi пiдхiд, осно-

ваний на використаннi експоненцiальних породжуючих функцiй, дозволяє

отримати унiфiкований опис квазi-мономiальних сiмей та встановити необ-

хiднi й достатнi умови їх iснування. Це, зокрема, дає змогу:

– узагальнити класичну теорiю моментних iнварiантiв на випадок до-

вiльних пiдгруп афiнних груп Aff(2) та Aff(3);

– встановити властивостi квазi-мономiальних сiмей через аналiтичнi ха-

рактеристики їх породжуючих функцiй;

– поширити поняття квазi-мономiальностi на тривимiрний випадок i

дослiдити його зв’язок iз групою обертань 𝑆𝑂(3);

– встановити зв’язок мiж квазi-мономiальними сiм’ями та бiортогональ-

ними многочленами Аппеля, що поглиблює взаємозв’язок мiж теорiєю спецi-

альних функцiй, комбiнаторикою та теорiєю груп.
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Таким чином, результати дисертацiї формують цiлiсний аналiтичний

апарат для дослiдження iнварiантних полiномiальних базисiв i розширюють

сучаснi уявлення про структуру многочленiв, iнварiантних вiдносно дiї груп

перетворень.

Практичне значення одержаних результатiв полягає у можливостi їх

застосування для побудови ефективних i чисельно стiйких алгоритмiв оброб-

ки даних, зокрема в задачах комп’ютерного зору та машинного навчання.

Запропонованi квазi-мономiальнi базиси та встановленi для них рекурентнi

спiввiдношення забезпечують:

– стабiльне обчислення моментiв високих порядкiв без експоненцiаль-

ного зростання похибок;

– побудову iнварiантних ознак зображень вiдносно обертань, масшта-

бувань та паралельних перенесень;

– зменшення обчислювальної складностi алгоритмiв за рахунок вико-

ристання породжуючих функцiй та рекурентних формул;

– можливiсть iнтеграцiї квазi-мономiальних моментiв у сучаснi архi-

тектури глибокого навчання (зокрема, групо-еквiварiантнi нейроннi мережi)

для пiдвищення їх iнварiантностi та узагальнювальної здатностi.

Отриманi результати можуть бути використанi при розробцi систем роз-

пiзнавання образiв, аналiзу медичних та тривимiрних зображень, а також у

задачах обробки сигналiв, робототехнiки, бiоiнформатики та iнших галузях,

де суттєву роль вiдiграють iнварiантнi характеристики об’єктiв.

Результати дослiдження можуть бути використанi в наукових дослi-

дженнях, якi проводяться у Карпатському нацiональному унiверситетi iменi

Василя Стефаника та iнших закладах вищої освiти України.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати, висвiтленi в ди-

сертацiї, отримано здобувачем самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи
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були представленi на таких конференцiях та семiнарах:

– Мiжнароднiй онлайн конференцiї «Current trends in abstract and appli-

ed analysis» (Iвано-Франкiвськ, 12-15 травня 2022 р.);

– Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї «Пiд кiнець року 2022» (Київ,

27-28 грудня, 2022 р.);

– Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї «At the End of the Year 2023»

(Київ, 26-27 грудня, 2023 р.);

– Мiжнароднiй конференцiї, присвяченiй 145-рiччю з дня народження

Ганса Гана (Чернiвцi, 23-27 вересня 2024 р.);

– 15-тiй українськiй алгебраїчнiй конференцiї «The 15th Ukraine Algebra

Conference» (Львiв, 8–12 липня 2025 р.);

– звiтних науково-практичних конференцiях Карпатського нацiональ-

ного унiверситету iменi Василя Стефаника.

Публiкацiї. Результати дисертацiйного дослiдження опублiковано в 8

працях, серед яких 1 у фаховому виданнi iз фiзико-математичних наук [1]; 2

– у виданнях, включених до наукометричної бази Scopus [41], [43]; решта 5 –

у матерiалах мiжнародних та всеукраїнських наукових конференцiй [2], [3],

[42], [40], [44].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу,

чотирьох роздiлiв роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел та дода-

ткiв. Загальний обсяг дисертацiї – 114 сторiнок. Список використаних джерел

мiстить 49 найменувань, значна частина з яких iноземною мовою. Дисертацiя

мiстить 5 додаткiв.

У вступi обгрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, встановлено

зв’язок роботи з науковими темами. Сформульовано мету та завдання до-

слiдження, описано наукову новизну отриманих результатiв. Подано список

публiкацiй та iнформацiю про апробацiї результатiв дисертацiйної роботи.

У першому роздiлi «Огляд лiтератури, вибiр методiв дослiдже-
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ння та допомiжнi результати» наведено огляд лiтератури за тематикою

дисертацiйного дослiдження, здiйснено вибiр методiв дослiдження та наведе-

но допомiжнi результати.

У цьому роздiлi проведено комплексний теоретико-методологiчний ана-

лiз стану сучасних дослiджень у галузi моментної iнварiантностi та методiв

представлення цифрових сигналiв за допомогою полiномiальних базисiв.

У пiдроздiлi 1.1 «Загальнi вiдомостi про моментнi iнварiанти та

квазi-мономiальнi базиси» простежено генезис розвитку теорiї моментних

iнварiантiв. Розглянуто класичний пiдхiд М.-К. Ху (Hu M.-K.) до побудови

iнварiантiв у базисi геометричних мономiв {𝑥𝑚𝑦𝑛} та проаналiзовано його

подальший розвиток у працях Я. Флюссера та Т. Сака (Flusser J., Suk T.).

Встановлено, що ключовим стимулом цього переходу стала потреба у подо-

ланнi критичної чисельної нестабiльностi, високої iнформацiйної корельова-

ностi та чутливостi до шумiв, якi притаманнi неортогональним базисам при

обробцi зображень високих порядкiв.

Обґрунтовано необхiднiсть переходу до ортогональних базисiв (Лежан-

дра, Чебишева, Гаусса-Ермiта), що дозволяють мiнiмiзувати середньоквадра-

тичну похибку реконструкцiї сигналу. Проте зауважено, що такий перехiд

створює складну математичну проблему узгодження ортогональностi з ал-

гебраїчною формою iнварiантiв. Аналiз праць М. Павлака (Pawlak M.) та

Я. Флюссера (Flusser J.,) дозволив констатувати, що хоча ортогональнi бази-

си забезпечують високу точнiсть реконструкцiї об’єктiв, вони суттєво ускла-

днюють аналiтичну побудову геометричних iнварiантiв.

У пiдроздiлi 1.2 «Поняття квазi-мономiальностi та його еволю-

цiя» дослiджено концептуальний мiсток мiж теорiєю ортогональних много-

членiв та класичною теорiєю iнварiантiв.

Розглянуто та теоретично обґрунтовано концепцiю квазi-мономiальних

базисiв як ефективного компромiсу мiж обчислювальною стiйкiстю та
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алгебраїчною простотою. Сформульовано математичне визначення квазi-

мономiальностi базису вiдносно групи перетворень 𝐺. Встановлено, що клю-

човою властивiстю таких базисiв є iдентичнiсть матриць лiнiйних перетво-

рень квазi-мономiв та стандартних мономiв. Проаналiзовано еволюцiю цього

поняття на прикладi многочленiв Гаусса-Ермiта.

У пiдроздiлi 1.3 «Квазi-мономи в 3D: група Aff(3) та пiдгрупи»

розглянуто специфiку поширення моментних методiв на тривимiрний про-

стiр.

У пiдроздiлi висвiтлено еволюцiю поняття квазi-мономiальностi вiд дво-

вимiрного до тривимiрного випадку. Проаналiзовано специфiку групи SO(3),

яка, на вiдмiну вiд плоского випадку, характеризується неабелевiстю, що

створює додатковi виклики при побудовi iнварiантних дескрипторiв.

Обґрунтовано вибiр структур експоненцiальних породжуючих функцiй,

що залежать вiд просторових iнварiантiв (скалярних добуткiв та норм векто-

рiв). Висвiтлено переваги несепарабельних моментiв у 3D-просторi для задач

медичної вiзуалiзацiї та аналiзу воксельних даних, де критичною є iнварiан-

тнiсть до довiльних просторових орiєнтацiй об’єктiв.

У пiдроздiлi 1.4 «Методи дослiдження та допомiжнi iнстру-

менти» деталiзовано математичний iнструментарiй, використаний у роботi.

У роздiлi доведено фундаментальну роль математичного апарату ал-

гебр Лi та iнфiнiтезимальних операторiв, якi дозволяють звести задачу по-

шуку квазi-мономiальних сiмей до розв’язання систем лiнiйних диференцi-

альних рiвнянь у частинних похiдних. Це забезпечує систематизацiю базисiв

не через перебiр функцiй, а через аналiз структури генераторiв вiдповiдних

груп перетворень.

Обґрунтовано прiоритетнiсть методу експоненцiальних породжуючих

функцiй (EGF) як унiверсального засобу аналiтичного опису полiномiаль-

них сiмей. Встановлено, що експоненцiальнi породжучi функцiї є найбiльш
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компактним та унiверсальним способом опису властивостей цiлих сiмейств

полiномiв. Визначено, що саме через структуру породжуючої функцiї мо-

жна встановити необхiднi та достатнi умови квазi-мономiальностi базису, а

також вивести ефективнi рекурентнi спiввiдношення для стабiльного обчи-

слення моментiв.

Показано, що експоненцiальнi породжуючi функцiї дозволяють згорну-

ти нескiнченнi рекурентнi спiввiдношення у компактнi функцiональнi форми,

зручнi для встановлення умов квазi-мономiальностi. Розглянуто операторний

пiдхiд до виведення рекурентних формул, що забезпечують обчислювальну

стабiльнiсть алгоритмiв. Вказано, що рекурентний шлях обчислення момен-

тiв є єдиним способом уникнення експоненцiального зростання похибок у пра-

ктичних застосуваннях.

У пiдроздiлi 1.5 «Узагальнення результатiв аналiзу» синтезова-

но отриманi висновки та визначено перспективнi напрями практичного впро-

вадження.

Важливим результатом дослiдження лiтературних джерел є виявле-

ння сучасного тренду iнтеграцiї моментних методiв у архiтектури iнтеле-

ктуального аналiзу даних. Розглянуто перспективнiсть використання квазi-

мономiальних моментiв у структурi згорткових нейронних мереж (CNN) для

забезпечення властивостей еквиварiантностi та iнварiантностi. Доведено, що

такий пiдхiд дозволяє математично закласти стiйкiсть до геометричних спо-

творень на рiвнi архiтектури мережi, що суттєво знижує обчислювальнi ви-

трати на аугментацiю даних та пiдвищує надiйнiсть розпiзнавання у складних

умовах (аерофотознiмки, медичнi скани).

Узагальнення результатiв аналiзу лiтературних джерел та допомiжних

математичних результатiв пiдтвердило, що дослiдження квазi-мономiальних

сiмей є актуальною науковою проблемою, яка знаходиться на перетинi кла-

сичної теорiї iнварiантiв та сучасних методiв комп’ютерного зору. Отриманi у



35

роздiлi теоретичнi висновки щодо структури породжуючих функцiй та опе-

раторних рiвнянь створюють необхiдне пiдґрунтя для подальшої розробки

нових алгоритмiв розпiзнавання образiв, стiйких до широкого спектру афiн-

них перетворень.

У другому роздiлi «Квазi-мономи вiдносно пiдгруп афiнної

групи площини» наведено визначення та основнi результати щодо всiх сi-

мей многочленiв вiд двох змiнних, якi є квазi-мономiальними вiдносно пiд-

груп афiнної групи площини.

У пiдроздiлi 2.1 «Формулювання задачi» надано тлумачення основ-

ним поняттям, що призводять до введення квазi-мономiв.

Для розпiзнавання та класифiкацiї зображень за допомогою алгоритмiв

машинного навчання необхiдно побудувати такi ознаки зображень, якi зали-

шаються iнварiантними для тих геометричних перетворень площини, якi не

спотворюють сцену зображення. Для 2D зображень такими перетворення-

ми є обертання, паралельнi перенесення, масштабування та композицiя цих

перетворень. Вiдповiднi iнварiантнi ознаки називаються моментними iнварi-

антами.

Залежно вiд вибору базису {𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} розглядаються рiзнi системи

моментiв. У найпростiшому випадку 𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑚𝑦𝑛 вiдповiднi моменти

називаються геометричними моментами. Афiнна група площини Aff(2) та

її пiдгрупи природним чином дiють на геометричнi моменти i в результа-

тi виникають вiдповiднi алгебри моментних iнварiантiв. Особливий iнтерес

становлять моментнi iнварiанти вiдносно дiї групи, яка є напiвпрямим добу-

тком групи перенесень площини 𝑇 (2) з прямим добутком комплексної групи

обертань площини 𝑆𝑂(2) i групи рiвномiрних розтягiв, яка iзоморфна групi

R*.

Алгебра моментних iнварiантiв цiєї групи добре вивчена: вiдомий яв-

ний опис її породжуючих елементiв [5, 20]. Однак практичне використання
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геометричних моментiв викликає труднощi через їх чисельну нестабiльнiсть

при роботi у дискретних областях, особливо для великих зображень, оскiльки

значення 𝑥𝑚𝑦𝑛 швидко зростають iз збiльшенням розмiру зображення. Щоб

уникнути цiєї проблеми, розглядають так званi ортогональнi моменти, якi

породжуються базисом 𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑚(𝑥)𝐹𝑛(𝑦), де {𝐹𝑛(𝑥)} — сiм’я ортого-

нальних многочленiв вiд однiєї змiнної. Але тодi виникає роблема знаходення

виразiв для моментних iнварiантiв у новому ортогональному базисi. Змiна ба-

зису пов’язана з великими технiчними труднощами i позитивно вирiшується

лише для лежандрових моментiв i лише для простих перетворень площини,

якi не включають обертання [13].

Вихiд iз цiєї ситуацiї знайшли автори статтi [49], якi виявили несподi-

ваний факт: виявляється, що для базису

𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝐻𝑚(𝑥)𝐻𝑛(𝑦),

де {𝐻𝑛(𝑥)} — класичнi многочлени Ермiта, форма моментних iнварiантiв

вiдносно групи 𝑆𝑂(2) така ж, як i для геометричних моментiв. Таким чином,

ця властивiсть многочленiв Ермiта дозволила ефективно обчислити 𝑆𝑂(2)-

iнварiантнi ермiтовi ортогональнi моменти.

У статтi [6] цi iдеї були розвиненi та надано повний опис усiх много-

членiв, якi володiли цiєю властивiстю. Ця властивiсть була названа квазi-

мономiальною властивiстю.

Введемо поняття квазi-мономiальностi вiдносно довiльної пiдгрупи

афiнної групи площини Aff(2).

Нехай 𝐻 — пiдгрупа афiнної групи площини Aff(2), яка розглядається

з природною дiєю на векторному просторi многочленiв двох змiнних.

Означення 2.1.1.

Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} називається квазi-мономiальною

вiдносно пiдгрупи 𝐻 афiнної групи Aff(2) площини, якщо {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} утво-
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рює такий базис векторного простору многочленiв вiд двох змiнних, що в

цьому базисi лiнiйнi оператори, якими дiє 𝐻, мають таку саму матрицю,

яку вони мають в стандартному мономiальному базисi {𝑥𝑚𝑦𝑚}. У цьому

випадку многочлени {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} називаються квазi-мономами .

У пiдроздiлi 2.2 «Квазi-мономи вiдносно групи обертань пло-

щини» наведено формулювання основних означень та теорем, якi описують

властивостi квазi-мономiв вiдносно групи обертань площини 𝑆𝑂(2).

Група 𝑆𝑂(2) дiє на функцiї двох змiнних поворотами 𝑇𝜃 :

𝑇𝜃(𝑓(𝑥, 𝑦)) = 𝑓(𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃, 𝑥 sin 𝜃 + 𝑦 cos 𝜃), 𝜃 ∈ [0, 2𝜋].

Зокрема, 𝑇𝜃 дiє на базиснi вектори так:

𝑇𝜃(𝑥
𝑚 · 𝑦𝑛) = (𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃)𝑚 · (𝑥 sin 𝜃 + 𝑦 cos 𝜃)𝑛 =

=
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑗
(︂
𝑚

𝑗

)︂(︂
𝑛

𝑘

)︂
(cos 𝜃)𝑚−𝑗+𝑘(sin 𝜃)𝑛−𝑘+𝑗𝑥𝑚+𝑛−𝑗−𝑘𝑦𝑗+𝑘.

Нехай {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} є iншим базисом у векторному просторi многочленiв

вiд двох змiнних :

deg𝑥𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑚, deg𝑦 𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑛.

Нас цiкавить такий базис, який перетворюється при обертаннi 𝑇𝜃 так

само, як i мономи 𝑥𝑚𝑦𝑛.

Означення 2.2.1.

Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} називається квазi-мономiальною

вiдносно групи обертань площини 𝑆𝑂(2), якщо має мiсце наступна

тотожнiсть:

𝑇𝜃(𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = 𝐵𝑚,𝑛(𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃, 𝑥 sin 𝜃 + 𝑦 cos 𝜃) =

=
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑗
(︂
𝑚

𝑗

)︂(︂
𝑛

𝑘

)︂
(cos 𝜃)𝑚−𝑗+𝑘(sin 𝜃)𝑛−𝑘+𝑗 ×𝐵𝑚+𝑛−𝑗−𝑘,𝑗+𝑘(𝑥, 𝑦),
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для всiх 𝑚,𝑛 ∈ N.

Iншими словами, лiнiйний оператор 𝑇𝜃 у цих двох рiзних базисах {𝑥𝑚𝑦𝑛}

i {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} має однаковi матрицi.

Виявляється, що iснує простий критерiй квазi-мономiальностi сiм’ї мно-

гочленiв, який формулюється через її експоненцiальну породжуючу функцiю.

Теорема 2.2.1.

Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}, визначена експоненцiальною породжу-

ючою функцiєю

𝐺 =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
,

є квазi-мономiальною вiдносно групи обертань площини 𝑆𝑂(2) тодi i тiльки

тодi, коли 𝐺 є функцiєю змiнних 𝑢𝑥+ 𝑣𝑦, 𝑥2 + 𝑦2 i 𝑢2 + 𝑣2 :

𝐺 = 𝐺(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦, 𝑥2 + 𝑦2, 𝑢2 + 𝑣2).

Квазi-мономiальнi многочлени вiдносно 𝑆𝑂(2) також допускають опис

на мовi диференцiальних рiвнянь.

Теорема 2.2.2.

Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} є квазi-мономiальною вiдносно групи

обертань площини, якщо вона задовольняє диференцiальне рiвняння в ча-

стинних похiдних для всiх 𝑚,𝑛 ∈ N :

𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
− 𝑦

𝜕𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 𝑛𝐵𝑚+1,𝑛−1(𝑥, 𝑦)−𝑚𝐵𝑚−1,𝑛+1(𝑥, 𝑦).

Також у цьому випадку експоненцiальна породжуюча функцiя 𝐺 для

{𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} задовольняє наступне диференцiальне рiвняння в частинних

похiдних:

𝑥
𝜕𝐺

𝜕𝑦
− 𝑦

𝜕𝐺

𝜕𝑥
= 𝑣

𝜕𝐺

𝜕𝑢
− 𝑢

𝜕𝐺

𝜕𝑣
.

У пiдроздiлi 2.3 «Квазi-мономи вiдносно групи масштабувань

площини» дається опис квазi-мономiв вiдносно групи масштабувань пло-

щини.
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Двопараметрична група масштабувань площини дiє на функцiю таким

чином:

𝑇𝑠,𝑡(𝑓(𝑥, 𝑦)) = 𝑓(𝑠𝑥, 𝑡𝑦), 𝑠, 𝑡 ∈ R.

Означення 2.3.1. Сiм’ю многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} називають квазi-

мономiальною вiдносно групи масштабувань площини, якщо дiя

групи збiгається з дiєю групи на одночлени, тобто

𝑇𝑠,𝑡(𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = 𝑠𝑚𝑡𝑛𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦),

для всiх 𝑠, 𝑡 ∈ R та 𝑚,𝑛 ∈ N.

Наступна теорема представляє собою простий критерiй квазi-

мономiальностi сiм’ї многочленiв в термiнах її породжуючої функцiї.

Теорема 2.3.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}, визначена експонен-

цiальною породжуючою функцiєю

𝐺 =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
,

є квазi-мономiальною вiдносно групи масштабувань площини тодi i тiльки

тодi, коли 𝐺 є функцiєю двох змiнних 𝑥𝑢 та 𝑦𝑣 :

𝐺 = 𝐺 (𝑥𝑢, 𝑦𝑣) .

У пiдроздiлi 2.4 «Квазi-мономи вiдносно групи рiвномiрних мас-

штабувань площини» дається схожий опис квазi-мономiв щодо групи рiв-

номiрних масштабувань площини.

Розглядається група рiвномiрних масштабувань, тобто такi перетворе-

ння площини: ⎧⎪⎨⎪⎩𝑥′ = 𝑠𝑥,

𝑦′ = 𝑠𝑦,

для всiх 𝑠 ∈ R та 𝑚,𝑛 ∈ N.
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Означення 2.4.1. Ciм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} є квазi-

мономiальною вiдносно групи рiвномiрних масштабувань площи-

ни , якщо

𝐵𝑚,𝑛(𝑠𝑥, 𝑠𝑦) = 𝑠𝑚+𝑛𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦).

для всiх 𝑠 ∈ R.

Повний опис таких многочленiв у термiнах їх експоненцiальної поро-

джуючої функцiї дає наступна теорема.

Теорема 2.4.1. Ciм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}, визначена експонен-

цiальною породжуючою функцiєю

𝐺 =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
,

є квазi-мономiальною щодо групи рiвномiрних масштабувань площини тодi

i тiльки тодi, коли 𝐺 є функцiєю трьох змiнних
𝑦

𝑥
, 𝑢𝑥 та 𝑣𝑥 :

𝐺 = 𝐺
(︁𝑦
𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥

)︁
.

У пiдроздiлi 2.5 «Квазi-мономи вiдносно групи паралельних пе-

ренесень площини» описано квазi-мономи щодо групи паралельних пере-

несень площини.

Зазначимо, що двопараметрична група перенесень площини утворює-

ться перетвореннями виду: ⎧⎪⎨⎪⎩𝑥′ = 𝑥+ 𝑎,

𝑦′ = 𝑦 + 𝑏,

де 𝑎, 𝑏 ∈ R.

Група дiє на функцiї наступним чином:

𝑓(𝑥′, 𝑦′) = 𝑓(𝑥+ 𝑎, 𝑦 + 𝑏), 𝑎, 𝑏 ∈ R.
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Оскiльки

(𝑥+ 𝑎)𝑚(𝑦 + 𝑏)𝑛 =
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑛∑︁
𝑗=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑛

𝑗

)︂
𝑥𝑖𝑦𝑗𝑎𝑚−𝑖𝑏𝑛−𝑗,

тодi приходимо до такого означення.

Означення 2.5.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} називається

квазi-мономiальною вiдносно групи паралельних перенесень пло-

щини , якщо виконується наступна тотожнiсть

𝐵𝑚,𝑛(𝑥+ 𝑎, 𝑦 + 𝑏) =
𝑚∑︁
𝑠=0

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑚

𝑠

)︂(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑎𝑚−𝑠𝑏𝑛−𝑘𝐵𝑠,𝑘(𝑥, 𝑦),

для всiх 𝑎, 𝑏 ∈ N та 𝑚,𝑛 ∈ N.

Наступна теорема представляє простий критерiй квазi-мономiальностi

сiм’ї многочленiв у термiнах її експоненцiальної породжуючої функцiї.

Теорема 2.5.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} є квазi-мономiальною

сiм’єю вiдносно групи паралельних перенесень площини тодi i тiльки тодi,

коли її експоненцiальна породжуюча функцiя має вигляд:

𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣,

де 𝐶(𝑢, 𝑣) — довiльний степеневий ряд за змiнними 𝑢, 𝑣.

Властивiсть квазi-монономiальностi може бути втрачена, якщо много-

члени нормалiзувати, тобто помножити на якiсь константи. Нормалiзацiя ча-

сто використовується для обмеження допустимого дiапазону значень много-

члена в обчисленнях. Наступна теорема показує, який вид нормалiзацiї збе-

рiгає властивiсть квазi-мономiальностi.

Теорема 2.5.2. Нехай сiм’я {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} є квазi-мономiальною вiд-

носно групи паралельних перенесень площини 𝑇 (2). Сiм’я многочленiв

{ ̃︀𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}, де

̃︀𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝛼𝑚,𝑛𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦), 𝛼 ∈ R,
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є квазi-мономiальною вiдносно групи паралельних перенесень площини то-

дi i тiльки тодi, коли кожен коефiцiєнт 𝛼𝑚,𝑛 є довiльною функцiєю 𝜙 на

множинi натуральних чисел, яка задовольняє рекурентне спiввiдношення:

𝜙(𝑚+ 𝑛) = 𝜙(𝑚+ 𝑛− 1),

для всiх 𝑚,𝑛 ∈ N.

Зазначимо, що многочлени 𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) задовольняють наступнi рекурен-

тнi спiввiдношення.

Теорема 2.5.3. Многочлени 𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) задовольняють такi рекурен-

тнi спiввiдношення:

𝐵𝑚+1,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) + 2

⌈(𝑛−1)/2⌉∑︁
𝑘=0

(𝑚−1)/2∑︁
𝑠=0

ℎ
(𝑚,𝑛)
𝑠,𝑘 𝐵𝑚−2𝑠−1,𝑛−2𝑘(𝑥, 𝑦),

𝐵𝑚,𝑛+1(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) + 2

⌈(𝑛−1)/2⌉∑︁
𝑘=0

(𝑚−1)/2∑︁
𝑠=0

ℎ
(𝑛,𝑚)
𝑘,𝑠 𝐵𝑚−2𝑠,𝑛−2𝑘−1(𝑥, 𝑦),

де

ℎ
(𝑚,𝑛)
𝑠,𝑘 = (2𝑠+ 1)!(2𝑘)!

(︂
𝑚

2𝑠+ 1

)︂(︂
𝑛

2𝑘

)︂(︂
𝑠+ 𝑘

𝑘

)︂
.

У пiдроздiлi 2.6 «Квазi-мономи вiдносно групи рiвномiрних па-

ралельних перенесень площини» дається схожий опис квазi-мономiв що-

до групи рiвномiрних паралельних перенесень площини.

Розглядають частковий випадок рiвномiрних паралельних перенесень

площини:

𝑇𝑎(𝑥) = 𝑥+ 𝑎, 𝑇𝑎(𝑦) = 𝑦 + 𝑎,

де 𝑎 ∈ R.

Наведемо означення.

Означення 2.6.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} називається

квазi-мономiальною сiм’єю вiдносно групи рiвномiрних паралель-
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них перенесень площини, якщо виконується наступна тотожнiсть

𝐵𝑚,𝑛(𝑥+ 𝑎, 𝑦 + 𝑎) =
𝑚∑︁
𝑠=0

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑚

𝑠

)︂(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑎𝑚−𝑠+𝑛−𝑘𝐵𝑠,𝑘(𝑥, 𝑦),

для всiх 𝑎 ∈ R та 𝑚,𝑛 ∈ N.

Вiрне наступне твердження.

Теорема 2.6.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} буде квазi-

мономомiальною сiм’єю вiдносно групи рiвномiрних паралельних перенесень

площини тодi i тiльки тодi, коли її експоненцiальна породжуюча функцiя

має вигляд:

𝐺 = 𝐶(𝑥− 𝑦, 𝑢, 𝑣)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣

де 𝐶 – довiльний степеневий ряд за змiнними 𝑥− 𝑦, 𝑢, 𝑣.

У третьому роздiлi «Квазi-мономи вiдносно пiдгруп афiнної

групи простору» пропонується опис всiх сiмей многочленiв вiд трьох змiн-

них, якi є квазi-мономiальними вiдносно пiдгруп масштабувань та паралель-

них перенесень афiнної групи простору Aff(3). Крiм того, встановлено умови,

за яких нормування квазi-мономiв зберiгає властивiсть квазi-мономiальностi.

У пiдроздiлi 3.1 «Постановка задачi та основнi визначення

квазi-мономiальностi в просторi» розглянуто iсторичний розвиток основ-

них понять, що привели до введення квазi-мономiв.

У пiдроздiлi 3.2 «Квазi-мономи вiдносно групи масштабувань

простору» дається опис квазi-мономiв вiдносно групи масштабувань про-

стору.

Ззаначимо, що група масштабування простору є трипараметричною

групою перетворень тривимiрного простору, якi масштабують координати то-

чок незалежно за осями 𝑥, 𝑦 та 𝑧 вiдповiдно до коефiцiєнтiв масштабування

𝑠, 𝑡 та 𝑟. Масштабування може збiльшувати або зменшувати фiгури та вiд-

станi мiж точками, але зберiгає вiдноснi пропорцiї фiгур.
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Формула перетворень координат при масштабуванi у просторi може бу-

ти записана як: ⎡⎢⎢⎢⎣
𝑥′

𝑦′

𝑧′

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑠 0 0

0 𝑡 0

0 0 𝑟

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣
𝑥

𝑦

𝑧

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

де (𝑥, 𝑦, 𝑧) – координати початкової точки, (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) – координати точки пiсля

масштабування, а 𝑠, 𝑡 та 𝑟 – коефiцiєнти масштабування вздовж вiдповiдних

осей (𝑠, 𝑡, 𝑟 ∈ R).

Група масштабування простору дiє операторами 𝑇𝑠,𝑡,𝑟 на функцiї таким

чином:

𝑇𝑠,𝑡,𝑟(𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)) = 𝑓(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧), 𝑠, 𝑡, 𝑟 ∈ R.

Зокрема, для мономiв маємо:

𝑇𝑠,𝑡,𝑟(𝑥
𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘) = 𝑠𝑚𝑡𝑛𝑟𝑘𝑥𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘.

Нас цiкавлять сiм’ї многочленiв, на якi оператори групи 𝑇𝑠,𝑡,𝑟 дiють

аналогiчним чином.

Означення 3.2.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} називається

квазi-мономiальною вiдносно групи масштабувань простору , якщо

дiя групи на цi многочлени збiгається з дiєю групи на мономи, тобто ви-

конується тотожнiсть:

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧) = 𝑠𝑚𝑡𝑛𝑟𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

для всiх 𝑠, 𝑡, 𝑟 ∈ R та 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.

Наступна теорема описує всi сiм’ї многочленiв, якi є квазi-

мономiальними вiдносно групи масштабувань простору в термiнах породжу-

ючої функцiї.

Теорема 3.2.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)}, визначена експо-
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ненцiйною породжуючою функцiєю

𝐺 =
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
,

буде квазi-мономiальною вiдносно групи масштабувань простору тодi i

тiльки тодi, коли 𝐺 є функцiєю вiд трьох змiнних 𝑥𝑢, 𝑦𝑣 i 𝑧𝑤 :

𝐺 = 𝐺 (𝑥𝑢, 𝑦𝑣, 𝑧𝑤) .

У пiдроздiлi 3.3 «Квазi-мономи вiдносно групи рiвномiрних

масштабувань простору» дається опис квазi-мономiв щодо групи рiвно-

мiрних масштабувань простору.

Розглядається частковий випадок групи рiвномiрних маштабувань про-

стору, тобто таких перетворень простору:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥′ = 𝑠𝑥,

𝑦′ = 𝑠𝑦,

𝑧′ = 𝑠𝑧,

де 𝑠 ∈ R.

Означення 3.3.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} називається

квазi-мономiальною вiдносно групи рiвномiрних масштабувань

простору , якщо виконується тотожнiсть:

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑠𝑦, 𝑠𝑧) = 𝑠𝑚+𝑛+𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

для всiх 𝑠 ∈ R та 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.

Наступна теорема дає повний опис таких многочленiв у термiнах поро-

джуючих функцiй.

Теорема 3.3.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)}, визначена експо-

ненцiальною породжуючою функцiєю

𝐺 =
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
,
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буде квазi-мономiальною вiдносно групи рiвномiрних масштабувань просто-

ру тодi i тiльки тодi коли 𝐺 є функцiєю вiд змiнних
𝑦

𝑥
,
𝑧

𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥, 𝑤𝑥:

𝐺 = 𝐺
(︁𝑦
𝑥
,
𝑧

𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥, 𝑤𝑥

)︁
.

У пiдроздiлi 3.4 «Квазi-мономи вiдносно групи паралельних

перенесень простору» описано квазi-мономи вiдносно групи паралельних

перенесень простору.

Зазначимо, що трипараметрична група перенесень простору породжу-

ється паралельними перенесеннями такої форми:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥′ = 𝑥+ 𝑎,

𝑦′ = 𝑦 + 𝑏,

𝑧′ = 𝑧 + 𝑐,

де 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R.

Ця група дiє на функцiї операторами зсуву 𝑇𝑎,𝑏,𝑐 наступним чином:

𝑇𝑎,𝑏,𝑐(𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)) = 𝑓(𝑥+ 𝑎, 𝑦 + 𝑏, 𝑧 + 𝑐), 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R.

Оскiльки

(𝑥+ 𝑎)𝑚(𝑦 + 𝑏)𝑛(𝑧 + 𝑐)𝑘 =
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑘∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑛

𝑗

)︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
𝑥𝑖𝑦𝑗𝑧𝑙𝑎𝑚−𝑖𝑏𝑛−𝑗𝑐𝑘−𝑙,

то приходимо до такого означення

Означення 3.4.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} називається

квазi-мономiальною вiдносно групи паралельних перенесень про-

стору , якщо виконується наступна тотожнiсть:

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥+ 𝑎, 𝑦 + 𝑏, 𝑧 + 𝑐) =

=
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑘∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑛

𝑗

)︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
𝑎𝑚−𝑖𝑏𝑛−𝑗𝑐𝑘−𝑙𝐵𝑖,𝑗,𝑙(𝑥, 𝑦, 𝑧),
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для всiх 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R та 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.

Наступна теорема дає простий критерiй квазi-мономiальностi сiм’ї мно-

гочленiв у термiнах її експоненцiальної породжуючої функцiї.

Теорема 3.4.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} є квазi-

мономiальною сiм’єю вiдносно групи групи паралельних перенесень

простору тодi i тiльки тодi, коли її експоненцiальна породжуюча функцiя

має вигляд:

𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤,

де 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤) – довiльний степеневий ряд за змiнними 𝑢, 𝑣, 𝑤.

Властивiсть квазi-мономiальностi може зникнути, якщо многочлени

нормалiзуються, тобто множаться на деякi константи. Нормалiзацiя часто

використовується для обмеження допустимого дiапазону значень многочле-

нiв при обчисленнях. Наступна теорема встановлює, який тип нормалiзацiї

зберiгає властивiсть квазi-мономiальностi.

Теорема 3.4.2. Нехай {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} – квазi-мономiальна сiм’я вiд-

носно групи паралельних перенесень простору. Сiм’я { ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)}, де

̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

буде квазi-мономiальною вiдносно групи паралельних перенесень простору

тодi i тiльки тодi, коли коефiцiєнт 𝛼𝑚,𝑛,𝑘 є функцiєю 𝜙 вiд однiєї змiнної

𝑚+ 𝑛+ 𝑘, яка задовольняє таке рекурентне спiввiдношення:

𝜙(𝑚+ 𝑛+ 𝑘) = 𝜙(𝑚+ 𝑛+ 𝑘 − 1),

де 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.

У пiдроздiлi 3.5 «Квазi-мономи вiдносно групи рiвномiрних па-

ралельних перенесень простору» дається схожий опис квазi-мономiв що-

до групи рiвномiрних паралельних перенесень простору.
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Зокрема, для часткового випадку рiвномiрних паралельних перенесень

простору 𝑇𝑎,𝑎,𝑎 = 𝑇𝑎 :

𝑇𝑎(𝑥) = 𝑥+ 𝑎, 𝑇𝑎(𝑦) = 𝑦 + 𝑎, 𝑇𝑎(𝑧) = 𝑧 + 𝑎,

де 𝑎 ∈ R, справедливе наступне твердження.

Означення 3.5.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} називається

квазi-момiальною вiдносно групи рiвномiрних паралельних перене-

сень простору , якщо виконується наступна тотожнiсть:

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥+ 𝑎, 𝑦 + 𝑎, 𝑧 + 𝑎)(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

=
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑘∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑛

𝑗

)︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
𝑎𝑚+𝑛+𝑘−𝑖−𝑗−𝑙𝐵𝑖,𝑗,𝑙(𝑥, 𝑦, 𝑧),

для всiх 𝑎 ∈ R та 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.

Наступна теорема дає простий критерiй квазi-мономiальностi сiм’ї мно-

гочленiв у термiнах її експоненцiальної породжуючої функцiї.

Теорема 3.5.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} буде квазi-

мономiальною вiдносно групи рiвномiрних паралельних перенесень тодi i

тiльки тодi, коли її експоненцiальна породжуюча функцiя має вигляд:

𝐶(𝑥− 𝑦, 𝑥− 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤,

де 𝐶(𝑥− 𝑦, 𝑥− 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤) – довiльний степеневий ряд за змiнними 𝑥− 𝑦, 𝑥−

𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤.

У четвертому роздiлi «SO(3)-квазi-мономiальнi сiм’ї» пропо-

нується опис, подiбний до 2D випадку, сiм’ї многочленiв, яка є квазi-

мономiальною вiдносно групи обертань простору 𝑆𝑂(3). Доведено, що сiм’я

многочленiв буде квазi-мономiальною тодi i тiльки тодi, коли експоненцiальна

породжуюча функцiя цiєї сiм’ї є функцiєю трьох змiнних 𝑢𝑥+ 𝑣𝑦 + 𝑤𝑧, 𝑥2 +
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𝑦2 + 𝑧2, 𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2. Крiм того, встановлено умови, за яких нормалiзацiя

квазi-мономiв зберiгає квазi-мономiальну властивiсть. Також в цьому роздiлi

доводиться, що бiортогональнi полiноми Аппеля вiд трьох змiнних є квазi-

мономами 𝑆𝑂(3) та наводяться для них рекурентнi спiввiдношення.

У пiдроздiлi 4.1 «Аналiз SO(3)-iнварiантностi та застосування

бiортогональних многочленiв Аппеля» подано iсторичний огляд фор-

мування основних математичних понять, що призводять до введення квазi-

мономiв.

У пiдроздiлi 4.2 «SO(3)-квазi-мономи» описано квазi-мономи вiдно-

сно тривимiрної групи обертань. Зазначимо, що тривимiрна група обертань

𝑆𝑂(3) (спецiальна ортогональна група) — це група всiх обертань навколо

початку координат тривимiрного евклiдового простору. Це трипараметрична

група з наступною матричною реалiзацiєю:

𝑇𝛼 =

⎛⎜⎜⎜⎝
cos𝛼 − sin𝛼 0

sin𝛼 cos𝛼 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑇𝛽 =

⎛⎜⎜⎜⎝
cos 𝛽 0 sin 𝛽

0 1 0

− sin 𝛽 0 cos 𝛽

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝑇𝛾 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0

0 cos 𝛾 − sin 𝛾

0 sin 𝛾 cos 𝛾

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

де параметри 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ [0, 2𝜋] є кутами Ейлера.

Поворот 𝑇𝛼,𝛽,𝛾 = 𝑇𝛼𝑇𝛽𝑇𝛾 вiдображає точку (𝑥, 𝑦, 𝑧) у нову точку

(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) :
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𝑥′ = (cos𝛼 cos 𝛾 − sin𝛼 cos 𝛽 sin 𝛾)𝑥+

+(− cos𝛼 sin 𝛾 − sin𝛼 cos 𝛽 cos 𝛾)𝑦 + sin𝛼 sin 𝛽𝑧,

𝑦′ = (sin𝛼 cos 𝛾 + cos𝛼 cos 𝛽 sin 𝛾)𝑥+

+(cos𝛼 cos 𝛽 cos 𝛾 − sin𝛼 sin 𝛾) 𝑦 − cos𝛼 sin 𝛽 𝑧,

𝑧′ = sin 𝛽 sin 𝛾 𝑥+ sin 𝛽 cos 𝛾 𝑦 + cos 𝛽 𝑧.

З ортогональностi групи випливає, що перетворення групи зберiгають

довжини векторiв, тобто, справджується наступна тотожнiсть:

(𝑥′)2 + (𝑦′)2 + (𝑧′)2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2.

Одночлени 𝑥𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘 перетворюються при обертаннi як

𝑇𝛼,𝛽,𝛾(𝑥
𝑚 · 𝑦𝑛 · 𝑧𝑘) =∑︁

𝑚1+𝑚2+𝑚3=𝑚
𝑛1+𝑛2+𝑛3=𝑛
𝑘1+𝑘2+𝑘3=𝑘

𝐶(𝛼, 𝛽, 𝛾,𝑚1, . . . , 𝑘3)𝑥
𝑚1+𝑛1+𝑘1𝑦𝑚2+𝑛2+𝑘2𝑧𝑚3+𝑛3+𝑘3,

де 𝐶(𝛼, 𝛽, 𝛾,𝑚1, . . . , 𝑘3) — деякий вираз.

Нас цiкавлять многочлени, якi перетворюються при обертаннi 𝑇𝛼,𝛽,𝛾 так

само, як перетворюються мономи 𝑥𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘. Це приводить до наступного озна-

чення.

Означення 4.2.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} називається

квазi-мономiальною вiдносно групи обертань простору 𝑆𝑂(3), якщо

виконується тотожнiсть:

𝑇𝛼,𝛽,𝛾(𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)) =

=
∑︁

𝑚1+𝑚2+𝑚3=𝑚
𝑛1+𝑛2+𝑛3=𝑛
𝑘1+𝑘2+𝑘3=𝑘

𝐶(𝛼, 𝛽, 𝛾,𝑚1, . . . , 𝑘3)𝐵𝑚1+𝑛1+𝑘1,𝑚2+𝑛2+𝑘2,𝑚3+𝑛3+𝑘3,

для всiх 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.
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Зауважимо, що коефiцiєнти 𝐶(𝛼, 𝛽, 𝛾,𝑚1, . . . , 𝑘3) такi самi, як i коефi-

цiєнти у виразi для 𝑇𝛼,𝛽,𝛾(𝑥
𝑚 · 𝑦𝑛 · 𝑧𝑘).

Наступна теорема представляє простий критерiй квазi-мономiальностi

сiм’ї многочленiв через експоненцiальну породжуючу функцiю.

Теорема 4.2.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)}, визначена експо-

ненцiальною породжуючою функцiєю

𝐺 = 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤) =
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
,

є квазi-мономiальною вiдносно групи обертань 𝑆𝑂(3) тодi i тiльки тодi,

коли 𝐺 є функцiєю трьох змiнних 𝑢𝑥+ 𝑣𝑦 + 𝑤𝑧, 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 i 𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2:

𝐺 = 𝐺(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦 + 𝑤𝑧, 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, 𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2).

Розглянемо наступний приклад.

Приклад 4.2.1.

Сiм’я 𝐻𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐻𝑚(𝑥)𝐻𝑛(𝑦)𝐻𝑘(𝑧), де 𝐻𝑛(𝑥) — многочлени Ермi-

та, є квазi-мономiальною.

Дiйсно, оскiльки експоненцiальнi породжуючi функцiї многочленiв Ер-

мiта вiд 𝑥, 𝑦, та 𝑧 мають вигляд

𝑒2𝑥𝑢−𝑢2

=
∞∑︁

𝑚=0

𝐻𝑚(𝑥)
𝑢𝑚

𝑚!
, 𝑒2𝑦𝑣−𝑣2 =

∞∑︁
𝑛=0

𝐻𝑛(𝑦)
𝑣𝑛

𝑛!
, 𝑒2𝑧𝑤−𝑤2

=
∞∑︁
𝑘=0

𝐻𝑘(𝑧)
𝑤𝑘

𝑘!
,

то експоненцiальна породжуюча функцiя для 𝐻𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) має форму:

𝑒2𝑥𝑢−𝑢2

𝑒2𝑦𝑣−𝑣2𝑒2𝑧𝑤−𝑤2

= 𝑒2(𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤)−(𝑢2+𝑣2+𝑤2).

А тодi, згiдно з теоремою 4.2.1, сiм’я 𝐻𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) є квазi-

мономiальною.

Властивiсть квазi-мономiальностi потенцiйно може зникнути, якщо

многочлени пiдлягають мультиплiкативному постiйному масштабуванню

(нормалiзацiї), що є звичайною практикою для пiдтримки дiапазону значень



52

у розумних межах. Наступна теорема дослiджує типи нормалiзацiї, якi пiд-

тримують властивiсть квазi-мономiальностi.

Теорема 4.2.2. Припустимо, що сiм’я {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} є квазi-

мономiальною. Сiм’я многочленiв { ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} така, що

̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝛼 ∈ R,

буде квазi-мономiальною тодi i тiльки тодi, коли коефiцiєнт 𝛼𝑚,𝑛,𝑘 є до-

вiльною функцiєю однiєї змiнної 𝑚+ 𝑛+ 𝑘 :

𝛼𝑚,𝑛,𝑘 = 𝜙(𝑚+ 𝑛+ 𝑘),

для всiх 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.

У пiдроздiлi 4.3 «Многочлени Аппеля вiд трьох змiнних» роз-

глянуто два приклади квазi-мономiальних сiмей многочленiв – многочленiв

Аппеля.

Розгляються двi сiм’ї многочленiв Аппеля {𝑉 (𝑠)
𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} i

{𝑈 (𝑠)
𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)}, якi визначенi експоненцiальними породжуючими фун-

кцiями:

1

(1− 2(𝑥𝑢+ 𝑦𝑣 + 𝑧𝑤) + 𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2)
2+𝑠
2

=
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝑉
(𝑠)
𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
,

1

((1− (𝑢𝑥+ 𝑣𝑦 + 𝑤𝑧))2−(𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2)(𝑥2+𝑦2+𝑧2−1))
𝑠
2

=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝑈
(𝑠)
𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
.

Вiдповiдно до теореми 4.2.1. цi сiм’ї многочленiв є квазi-мономiальними.

Для них вiдомi явнi вирази:

𝑉
(𝑠)
𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) =



53

=

[𝑚2 ]∑︁
𝑖=0

[𝑛2 ]∑︁
𝑗=0

[𝑘2 ]∑︁
𝑡=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑛

𝑗

)︂(︂
𝑘

𝑡

)︂
(1 + 𝑠

2)𝑚+𝑛+𝑘−𝑖−𝑗−𝑡(𝑖−𝑚)𝑖(𝑗−𝑛)𝑗(𝑡−𝑘)𝑡

22(𝑖+𝑗+𝑡)−(𝑚+𝑛+𝑘)
×

×𝑥𝑚−2𝑖𝑦𝑛−2𝑗𝑧𝑘−2𝑡,

𝑈
(𝑠)
𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

=(2𝑠−1)𝑚+𝑛+𝑘

[𝑚2 ]∑︁
𝑖=0

[𝑛2 ]∑︁
𝑗=0

[𝑘2 ]∑︁
𝑡=0

(−1)𝑖+𝑗+𝑡(−𝑚)2𝑖(−𝑛)2𝑗(−𝑘)2𝑡
22(𝑖+𝑗+𝑡)𝑖!𝑗!𝑡!(𝑠)𝑖+𝑗+𝑡

×

×𝑥𝑚−2𝑖𝑦𝑛−2𝑗𝑧𝑘−2𝑡(1−𝑥2−𝑦2−𝑧2)𝑖+𝑗+𝑡.

Тут (𝑥)𝑛 — символ Похгаммера:

(𝑥)𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩1, 𝑛 = 0,

𝑥(𝑥+ 1)(𝑥+ 2) · · · (𝑥+ 𝑛− 1), 𝑛 > 0.

Нижче наведено деякi першi такi многочлени для випадку 𝑠 = 1:

𝑉0,0,0 = 1, 𝑉1,0,0 = 3𝑥, 𝑉0,1,0 = 3𝑦, 𝑉0,0,1 = 3𝑧,

𝑉2,0,0 = 15𝑥2−3, 𝑉0,2,0 = 15 𝑦2−3,

𝑉1,1,0 = 15𝑥𝑦, 𝑉1,0,1 = 15𝑥𝑧, 𝑉0,1,1 = 15𝑦𝑧,

𝑉3,0,0 = 105𝑥3 − 45𝑥, 𝑉2,1,0 = 105𝑥2𝑦 − 15 𝑦.

𝑈0,0,0 = 1, 𝑈1,0,0 = 𝑥, 𝑈0,1,0 = 𝑦, 𝑈0,0,1 = 𝑧,

𝑈2,0,0 = 3𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 1, 𝑈0,0,2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 3𝑧2 − 1,

𝑈1,1,0 = 2𝑥𝑦, 𝑈1,0,1 = 2𝑥𝑧, 𝑈0,1,1 = 2𝑦𝑧,

𝑈3,0,0 = 15𝑥3 + 9𝑥𝑦2 + 9𝑥𝑧2 − 9𝑥, 𝑈2,1,0 = 9𝑥2𝑦 + 3 𝑦3 + 3 𝑦𝑧2 − 3 𝑦.

Многочлени Аппеля є бiортогональними на сферi 𝐵3 з ваговою функцi-

єю
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𝑤𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1− (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2))
𝑠−1
2 .

Зокрема, для 𝑠 = 1 отримуємо:∫︁∫︁∫︁
𝑥2+𝑦2+𝑧2≤1

𝑉𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑈𝑚′,𝑛′,𝑘′(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

=
4𝜋(𝑚+ 𝑛+ 𝑘)!𝑚!𝑛!𝑘!

2(𝑚+ 𝑛+ 𝑘) + 3
𝛿𝑚,𝑚′𝛿𝑛,𝑛′𝛿𝑘,𝑘′.

Пiд час чисельного обчислення многочленiв Аппеля за допомогою яв-

них формул можемо зiткнутися з втратою точностi через переповнення чи

недоповнення числа з плаваючою комою. Для многочленiв Аппеля цi реку-

рентнi спiввiдношення можна використовувати для забезпечення ефективних

i стабiльних обчислень. В роботi виведено явнi рекурентнi спiввiдношення для

многочленiв Аппеля.

У наступних двох теоремах представленi рекурентнi спiввiдношення

для многочленiв Аппеля, якi можуть бути використанi для їх ефективного

та стабiльного обчислення.

Теорема 4.3.1. Многочлени {𝑈 (𝑠)
𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} задовольняють наступнi

рекурентнi спiввiдношення з початковими умовами 𝑈0,0,0 = 1, 𝑈𝑚,𝑛,𝑘 = 0,

якщо хоча б один з iндексiв вiд’ємний:

𝑈𝑚+1,𝑛,𝑘 = 𝑥 (2𝑚+𝑛+𝑘+1)𝑈𝑚,𝑛,𝑘+

+𝑘𝑚𝑥𝑧𝑈𝑚,𝑛,𝑘−1+𝑚𝑛𝑥𝑦𝑈𝑚,𝑛−1,𝑘+2 𝑘𝑚𝑛𝑥𝑦𝑧𝑈𝑚,𝑛−1,𝑘−1+

+𝑚
(︀(︀
𝑦2+𝑧2−1

)︀
𝑚+

(︀
𝑦2+2 𝑧2−1

)︀
𝑘+
(︀
2 𝑦2+𝑧2−1

)︀
𝑛
)︀
𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘+

+𝑚𝑘𝑧
(︀(︀
𝑦2−1

)︀
(𝑚+𝑘−1)+

(︀
3 𝑦2−1

)︀
𝑛
)︀
𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘−1+

+𝑚𝑛𝑦
(︀(︀
3 𝑧2−1

)︀
𝑘+
(︀
𝑧2−1

)︀
(𝑚+𝑛−1)

)︀
𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘−

−2 𝑘𝑚𝑛𝑦𝑧 (𝑚+𝑛+𝑘−2)𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘−1,
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𝑈𝑚,𝑛+1,𝑘 = 𝑦 (𝑚+2𝑛+𝑘+1)𝑈𝑚,𝑛,𝑘+𝑘𝑛𝑦𝑧𝑈𝑚,𝑛,𝑘−1+

+𝑚𝑛𝑥𝑦𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘+2 𝑘𝑚𝑛𝑥𝑦𝑧𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘−1+

+𝑛
(︀(︀
𝑥2+𝑧2−1

)︀
𝑛+
(︀
𝑥2+2 𝑧2−1

)︀
𝑘+
(︀
2𝑥2+𝑧2−1

)︀
𝑚
)︀
𝑈𝑚,𝑛−1,𝑘+

+𝑛𝑘𝑧
(︀(︀
𝑥2−1

)︀
(𝑘+𝑛−1)+

(︀
3𝑥2−1

)︀
𝑚
)︀
𝑈𝑚,𝑛−1,𝑘−1+

+𝑚𝑛𝑥
(︀(︀
3 𝑧2−1

)︀
𝑘+
(︀
𝑧2−1

)︀
(𝑚+𝑛−1)

)︀
𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘−

−2 𝑘𝑚𝑛𝑥𝑧 (𝑚+𝑛+𝑘−2)𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘−1,

𝑈𝑚,𝑛,𝑘+1 = 𝑧 (𝑚+𝑛+2 𝑘+1)𝑈𝑚,𝑛,𝑘+𝑘𝑚𝑥𝑧𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘+

+𝑘𝑛𝑧𝑦𝑈𝑚,𝑛−1,𝑘+2 𝑘𝑚𝑛𝑥𝑦𝑧𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘+

+𝑘
(︀(︀
𝑥2+𝑦2−1

)︀
𝑘+
(︀
2𝑥2+𝑦2−1

)︀
𝑚+

(︀
𝑥2+2 𝑦2−1

)︀
𝑛
)︀
𝑈𝑚,𝑛,𝑘−1+

+𝑚𝑘𝑥
(︀(︀
𝑦2−1

)︀
(𝑚+𝑘−1)+

(︀
3 𝑦2−1

)︀
𝑛
)︀
𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘−1+

+𝑘𝑛𝑦
(︀(︀
𝑥2−1

)︀
(𝑘+𝑛−1)+

(︀
3𝑥2−1

)︀
𝑚
)︀
𝑈𝑚,𝑛−1,𝑘−1−

−2 𝑘𝑚𝑛𝑦𝑥 (𝑚+𝑛+𝑘−2)𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘−1,

Нижче наведено рекурентнi спiввiдношення для многочленiв

𝑉
(𝑠)
𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Теорема 4.3.2.Многочлени 𝑉
(𝑠)
𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) задовольняють п’ятичленнi

рекурентнi спiввiдношення:
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(2(1+𝑚+𝑛+ 𝑘) + 𝑠)𝑥𝑉𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)=

= 𝑉𝑚+1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)−𝑛(𝑛−1)𝑉𝑚+1,𝑛−2,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)−

−𝑘(𝑘−1)𝑉𝑚+1,𝑛,𝑘−2(𝑥, 𝑦, 𝑧)+𝑚(𝑚+ 2𝑛+ 2𝑘 + 1 + 𝑠)𝑉𝑚−1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

(2(1+𝑚+𝑛+ 𝑘) + 𝑠)𝑦𝑉𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)=

= 𝑉𝑚,𝑛+1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)−𝑚(𝑚−1)𝑉𝑚−2,𝑛+1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)−

−𝑘(𝑘−1)𝑉𝑚,𝑛+1,𝑘−2(𝑥, 𝑦, 𝑧)+𝑛(𝑛+ 2𝑚+ 2𝑘 + 1 + 𝑠)𝑉𝑚,𝑛−1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

(2(1+𝑚+𝑛+ 𝑘) + 𝑠)𝑧𝑉𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)=

= 𝑉𝑚,𝑛,𝑘+1(𝑥, 𝑦, 𝑧)−𝑚(𝑚−1)𝑉𝑚−2,𝑛,𝑘+1(𝑥, 𝑦, 𝑧)−

−𝑛(𝑛−1)𝑉𝑚,𝑛−2,𝑘+1(𝑥, 𝑦, 𝑧)+𝑘(𝑘 + 2𝑚+ 2𝑛+ 1 + 𝑠)𝑉𝑚,𝑛,𝑘−1(𝑥, 𝑦, 𝑧),

з початковими умовами:

𝑉0,0,0(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1, 𝑉1,0,0(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑠+ 2)𝑥, 𝑉0,1,0(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑠+ 2) 𝑦,

𝑉2,0,0(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑠+ 2)
(︀
𝑥2𝑠+ 4𝑥2 − 1

)︀
, 𝑉1,1,0(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦 (𝑠+ 4) (𝑠+ 2) .

Авторка щиро вдячна науковим керiвникам — Бедратюку Леонiду Пе-

тровичу та Кравцiв Вiкторiї Василiвнi — за цiннi поради, пiдтримку та

неоцiненну допомогу у написаннi дисертацiї.
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РОЗДIЛ 1. ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ, ВИБIР МЕТОДIВ

ДОСЛIДЖЕННЯ ТА ДОПОМIЖНI РЕЗУЛЬТАТИ

1.1. Загальнi вiдомостi про моментнi iнварiанти та квазi-

мономiальнi базиси

Аналiз зображень (2D та 3D) шляхом обчислення моментiв та побудови

моментних iнварiантiв є одним iз центральних iнструментiв у теорiї розпi-

знавання образiв. Iсторично цей напрям бере початок вiд класичних геоме-

тричних моментiв 𝑀𝑚,𝑛, якi для неперервної функцiї яскравостi зображення

𝑓(𝑥, 𝑦) визначаються як:

𝑀𝑚,𝑛 =

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝑥𝑚𝑦𝑛𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦. (1.1)

Цi величини у базисi мономiв {𝑥𝑚𝑦𝑛} були вперше запропонованi М. Ху

(M.-K. Hu) [25], який використав теорiю алгебраїчних iнварiантiв для побу-

дови системи iз семи вiдомих iнварiантiв (це iнварiанти другого та третього

порядкiв, якi базуються на центральних моментах для забезпечення iнварi-

антностi до зсуву), що не змiнюються при паралельному перенесеннi, мас-

штабуваннi та обертаннi. Цей пiдхiд став основою для багатьох прикладних

систем технiчного зору та знайшов ґрунтовний розвиток у працях Дж. Флюс-

сера (Flusser) та Т. Сака (Suk) [19], де було розширено систему iнварiантiв до

складнiших геометричних трансформацiй, включаючи афiннi та проективнi

спотворення.

Попри концептуальну простоту та елегантнiсть, геометричнi моменти

мають суттєвi обмеження, що проявляються при переходi до практичних об-

числень. Як детально проаналiзовано у працях М. Павлака (Pawlak M.) [39]

та Г. Папакостаса (Papakostas G. A.) [38], чисельна нестабiльнiсть обчислю-

вальних схем стає критичною вже при досягненнi 10-15 порядку моментiв.
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Основними дестабiлiзуючими факторами є:

–Висока корельованiсть базису: оскiльки мономи {𝑥𝑚𝑦𝑛} не є орто-

гональними на типових областях визначення зображення (прямокутник або

коло), вони мiстять значну надмiрну iнформацiю. Це призводить до того, що

для представлення складних деталей об’єкта потрiбна величезна кiлькiсть

моментiв, якi важко обробити без похибок.

–Динамiчний експоненцiальний дiапазон: при великих значеннях

𝑚,𝑛 значення {𝑥𝑚𝑦𝑛} зростають експоненцiально, що спричиняє величезнi

похибки заокруглення при обчисленнях у дискретних областях пiкселiв або

вокселiв, якi нiвелюють корисний сигнал, особливо у дискретних представле-

ннях (пiкселi або вокселi).

– Чутливiсть до шуму: геометричнi моменти високих порядкiв на-

дмiрно чутливi до змiн на периферiї (концентруються на периферiї зображе-

ння), iгноруючи центральну частину, що робить їх вразливими до крайових

шумiв.

Тому дослiдники почали шукати базиси для моментiв, якi дозволяють

покращити обчислювальну стiйкiсть. Для подолання цих труднощiв дослi-

дники звернулися до ортогональних базисiв. Було запропоновано моменти

Лежандра [13], Чебишева [36] та Гаусса-Ермiта [49]. Ортогональнiсть бази-

сних функцiй 𝜑𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) забезпечує мiнiмальну середньоквадратичну похибку

при реконструкцiї зображення:

𝑓(𝑥, 𝑦) ≈
𝑁∑︁

𝑚=0

𝑀∑︁
𝑛=0

𝜆𝑚,𝑛𝜑𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦). (1.2)

Ортогональнi моменти дозволяють значно точнiше вiдновлювати зобра-

ження за обмеженим набором моментiв. Однак, перехiд до ортогональних

базисiв створив нову математичну проблему: складнiсть побудови iнварiан-

тiв. Якщо для геометричних моментiв iнварiнати будуються як многочлени

вiд моментiв, то для многочленiв Лежандра чи Чебишева вирази iнварiантiв
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стають громiздкими або взагалi не мають замкненої форми.

Крiм того, при такому переходi виникла нова проблема: як виражати

iнварiанти у нових базисах? У деяких часткових випадках (наприклад, для

моментiв Лежандра без урахування поворотiв [13]) розв’язання було знайде-

не, але загального пiдхiду не було запропоновано.

Саме цi протирiччя – мiж обчислювальною стабiльнiстю ортогональних

многочленiв та алгебраїчною простотою мономiв — зумовили появу концепцiї

квазi-мономiальних базисiв. Основна iдея полягає у пошуку таких полiномi-

альних сiмей, якi «iмiтують» поведiнку мономiв {𝑥𝑚𝑦𝑛} пiд дiєю певних груп

перетворень 𝐺. Це вiдкриває шлях до використання класичних iнварiантiв

Ху (Hu M.-K.), Флюссера (Flusser J.) та Сука (Suk T.), але з використанням

чисельно стабiльних моментiв, обчислених у нових базисах.

Окремим перспективним напрямом, що виник в останнє десятилiття, є

поєднання моментних методiв iз глибоким навчанням. В роботах Сiфре та

Маллата (Sifre L., Mallat S.) [45–47], а також у дослiдженнях Бруни (Bruna

J.) [8], показано, що впровадження моментних iнварiантiв у архiтектуру згор-

ткових нейронних мереж (CNN) дозволяє будувати мережi, якi є апрiорi iн-

варiантними до певної групи перетворень.

Зокрема, використання моментiв на етапi пулiнгу або як додаткових

ознак дозволяє:

1. Радикально зменшити потребу в аугментацiї даних (штучному множен-

нi вибiрки через повороти та зсуви), оскiльки мережа «розумiє» цi пе-

ретворення на рiвнi математичної структури.

2. Скоротити кiлькiсть параметрiв мережi, оскiльки iнварiантнiсть закла-

дається математично, а не вивчається через перебiр варiантiв, що запо-

бiгає перенавчанню та прискорює процес збiжностi алгоритмiв навчан-

ня.

3. Пiдвищити точнiсть розпiзнавання об’єктiв у аерофотознiмках, напри-
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клад, дистанцiйне зондування Землi [9, 10], медичних зображеннях

[7, 12], де орiєнтацiя об’єктiв (клiтин, будiвель, суден) є випадковою та

непередбачуваною.

1.2. Поняття квазi-мономiальностi та його еволюцiя

Поняття квазi-мономiальностi виникло як вiдповiдь на потребу унiфi-

кацiї теорiї iнварiантiв. Ключовий прорив вiдбувся у роботах [49] та [6], де

було виявлено унiкальну властивiсть многочленiв Гаусса-Ермiта:

𝐻𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑒−𝑥2−𝑦2 𝜕𝑚+𝑛

𝜕𝑥𝑚𝜕𝑦𝑛
𝑒𝑥

2+𝑦2.

Виявилося, що при обертаннi системи координат цi многочлени транс-

формуються лiнiйно за тими ж законами, що й мономи. Причому матриця

цiєї трансформацiї iдентична матрицi повороту для звичайних степенiв 𝑥𝑚𝑦𝑛.

Тобто матриця оператора повороту в базисi {𝐻𝑚(𝑥)𝐻𝑛(𝑦)} має ту саму ма-

трицю, як i стандартнi степеневi базиси {𝑥𝑚𝑦𝑛}. Це означає, що оператор

повороту дiє на цi двi рiзнi системи функцiй iдентично. Це спонукало до вве-

дення поняття квазi-мономiальностi.

Формальне визначення: Система многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} назива-

ється квазi-мономiальною вiдносно групи перетворень 𝐺, якщо для

будь-якого елемента 𝑔 ∈ 𝐺 дiя вiдповiдного оператора 𝑇𝑔 матрицею, тото-

жною матрицi трансформацiї у стандартному базисi мономiв {𝑥𝑚𝑦𝑛}.

Математично, якщо трансформацiя змiнних має вигляд

𝑥′ = 𝐴𝑥+ 𝑏𝑥, 𝑦′ = 𝐴𝑦 + 𝑏𝑦,

то для квазi-мономiв виконується структурна тотожнiсть:

𝐵𝑚,𝑛(𝑔(𝑥, 𝑦)) =
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑗,𝑘
𝑚,𝑛(𝑔)𝐵𝑗,𝑘(𝑥, 𝑦), (1.3)

де ваговi коефiцiєнти 𝐶𝑗,𝑘
𝑚,𝑛(𝑔) є тими самими, що й у розкладi (𝑥′)𝑚(𝑦′)𝑛.
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Це означає, що алгебраїчнi iнварiанти, побудованi для геометричних мо-

ментiв, залишаються iнварiантними i для моментiв, обчислених у квазi-

мономiальному базисi. Ця властивiсть є надзвичайно потужною, оскiльки во-

на дозволяє переносити будь-який вiдомий iнварiант геометричних моментiв

(наприклад, iнварiанти Ху) на новий базис шляхом простої замiни геометри-

чних моментiв на моменти у квазi-мономiальному базисi.

У роботi [6] було наведено повний опис сiмей многочленiв, квазi-

мономiальних вiдносно групи обертань 𝑆𝑂(2). Було доведено, що необхiдною

i достатньою умовою є спецiальний вигляд їхньої експоненцiальної породжую-

чої функцiї. Вона повинна залежати вiд специфiчних iнварiантних комбiнацiй

змiнних, що пов’язано з класичними роботами Ермiта [23] та Аппеля [4] щодо

ортогональних полiномiв вiд багатьох змiнних. Зокрема, було доведено, що

будь-яка система квазi-мономiальних многочленiв має експоненцiальну поро-

джуючу функцiю, яка залежить тiльки вiд трьох змiнних (𝑢𝑥 + 𝑣𝑦, 𝑥2 + 𝑦2,

𝑢2 + 𝑣2 ):

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) = 𝐴(𝑢2 + 𝑣2)𝑒𝑢𝑥+𝑣𝑦+𝐶(𝑢2+𝑣2)(𝑥2+𝑦2). (1.4)

Важливив методичним iнструментом став апарат алгебр Лi, запропо-

нований в [5]. Вiн дозволив перейти вiд аналiзу скiнченних перетворень до

аналiзу iнфiнiтезимальних операторiв (операторiв групи). Якщо 𝐿 — генера-

тор групи (наприклад, оператор повороту 𝐿 = 𝑥𝜕𝑦 − 𝑦𝜕𝑥), то умова квазi-

мономiальностi зводиться до диференцiального рiвняння:

𝐿(𝐵𝑚,𝑛) = 𝑚𝐵𝑚−1,𝑛+1 − 𝑛𝐵𝑚+1,𝑛−1. (1.5)

Це значно спростило пошук нових сiмей, оскiльки перевiрка умови зве-

лася до розв’язання систем диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних

першого порядку, методи розв’язання яких добре вiдомi в класичнiй тео-

рiї [27].
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1.3. Квазi-мономи в 3D: група Aff(3) та пiдгрупи

Аналiз 3D-зображень (воксельних даних) потребує значно складнiшо-

го математичного апарату, зокрема потребує iнварiантностi не лише до па-

ралельних перенесень i масштабувань, а й до поворотiв в просторi. У 3D

група обертань 𝑆𝑂(3) є неабелевою, що ускладнює структуру iнварiантiв.

Це має практичне значення для задач бiомедичної вiзуалiзацiї (КТ, МРТ),

розпiзнавання 3D-об’єктiв, комп’ютерної томографiї тощо [19]. У роботi [21]

розглянуто приклади, коли такi iнварiанти дозволяють ефективно узагаль-

нювати класичнi методи розпiзнавання образiв на 3D-випадок, зокрема за ра-

хунок застосування бiортогональних многочленiв Аппеля вiд змiнних. Про-

те у роботах [19] та [21] показано, що для 3D розпiзнавання (наприклад, у

комп’ютернiй томографiї) класичнi методи часто виявляються недостатнiми.

Аналогiчно 2D-випадку, сiм’я {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} є квазi-мономiальною вiд-

носно обертань у просторi 𝑆𝑂(3), якщо дiї операторiв повороту у базисах

{𝑥𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘} та {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} мають тотожнi матрицi. За результатами, на-

веденими в останнiх дослiдженнях, зокрема в [21], а також у статтях, що

описують узагальнення з 2D на 3D, ця властивiсть визначає залежнiсть екс-

поненцiальної породжуючої функцiї вiд обмеженого набору «iнварiантних»

змiнних (𝑢𝑥+ 𝑣𝑦 +𝑤𝑧), (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) та (𝑢2 + 𝑣2 +𝑤2), тобто якщо її експо-

ненцiальна породжуюча функцiя має вигляд:

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤) = Φ(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦 + 𝑤𝑧, 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, 𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2). (1.6)

Важливим внеском у цей напрям є працi [29, 30], де розглядаються

несепарабельнi моменти в 3D. Вони дозволяють будувати дескриптори 3D-

об’єктiв, стiйкi до анiзотропних масштабувань та поворотiв, що є ключовим

для iдентифiкацiї бiологiчних структур, якi можуть змiнювати форму та орi-

єнтацiю одночасно.

Знаходження квазi-мономiальних сiмей для пiдгруп групи Aff(3) до-
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зволяє сформувати стiйкi обчислювальнi схеми для розрахунку моментних

iнварiантiв без складних перетворень базису. Цi результати дозволяють бу-

дувати ознаки для 3D об’єктiв, якi є стiйкими не лише до поворотiв, а й до

неоднорiдних масштабувань, що критично для бiомедичної вiзуалiзацiї.

1.4. Методи дослiдження та допомiжнi iнструменти

Операторний метод та генератори груп . У рамках цiєї роботи

для вивчення властивостей квазi-мономiальних сiмей многочленiв вiдносно

неперервних пiдгруп афiнних груп було використано iдею перенесення дiї

групи на рiвень її алгебри Лi, реалiзованої у виглядi диференцiальних опе-

раторiв.

Для будь-якої однопараметричної пiдгрупи 𝑔(𝜃) вводиться лiнiйний ди-

ференцiальний оператор:

𝐿̂ =
𝑑

𝑑𝜃
𝑇𝑔(𝜃)

⃒⃒⃒⃒
𝜃=0

. (1.7)

Наприклад, для групи масштабувань 𝑥 → 𝑒𝑎𝑥, 𝑦 → 𝑒𝑎𝑦, вiдповiдний ге-

нератор має вигляд 𝐿̂ = 𝑥𝜕𝑥+𝑦𝜕𝑦. Вимога квазi-мономiальностi еквiвалентна

тому, що 𝐿̂(𝐵𝑚,𝑛) = (𝑚 + 𝑛)𝐵𝑚,𝑛. Це дозволяє систематично класифiкувати

всi можливi базиси через розв’язок вiдповiдних рiвнянь.

Якщо група мiстить однопараметричнi пiдгрупи, то кожна з них поро-

джує в алгебрi Лi диференцiальний оператор першого порядку (так званий

генератор), що вiдображає локальну дiю цiєї пiдгрупи. Сукупнiсть усiх таких

генераторiв визначає повну систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь, яким

мають задовольняти многочлени, щоб зберiгати «той самий вигляд» пiд час

дiї групи.

З практичного погляду цей пiдхiд виглядає так:

1. На рiвнi групи Aff(2) або Aff(3) розглядають неперервну пiдгрупу

(наприклад, поворотiв, масштабувань, зсувiв тощо).
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2. Для кожного однопараметричного пiдгрупового елемента (напри-

клад, обертання на кут 𝜃, зсув на величину 𝑎 тощо) знаходять вiдповiдний

диференцiальний оператор
𝜕

𝜕𝜃
,

𝜕

𝜕𝑎
тощо, що описує iнфiнiтезимальну дiю

групи на просторi полiномiв.

3. Вимога, що сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} (або {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} у 3D)

перетворюється «так само, як i степеневi мономи {𝑥𝑚𝑦𝑛} / {𝑥𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘}» пiд дiєю

всiєї групи, еквiвалентна системi диференцiальних рiвнянь, утворенiй цими

операторами.

Саме такий пiдхiд дає змогу записати критерiй квазi-мономiальностi у

зручнiй формi. Зокрема, в дослiдженнях для групи SO(2), SO(3), а також

для рiзних пiдгруп Aff(2) i Aff(3) були виписанi вiдповiднi диференцiальнi

оператори, що генерують дiю поворотiв, зсувiв i масштабувань. Далi аналiз

розв’язкiв системи диференцiальних рiвнянь дозволяє визначити:

- з яких саме змiнних може залежати експоненцiальна породжувальна

функцiя сiм’ї квазi-мономiв,

- якi умови (у виглядi спiввiдношень у породжуючiй функцiї або у ви-

глядi диференцiальних рiвнянь) мають бути задоволенi, щоб базис {𝐵𝑚,𝑛} чи

{𝐵𝑚,𝑛,𝑘} залишався квазi-мономiальним.

Отриманi в межах такого пiдходу диференцiальнi рiвняння фактично

переносять групову дiю на умови для коефiцiєнтiв i породжуючих функцiй.

Завдяки цьому можна систематично описувати всi базиси, що узгоджено змi-

нюються пiд дiєю групи (тобто є квазi-мономiальними), а також ефективно

обчислювати вiдповiднi моментнi iнварiанти. Це i дозволило сформулювати

критерiй квазi-мономiальностi в алгебро-диференцiальнiй формi: якщо екс-

поненцiальна породжуюча функцiя сiм’ї многочленiв задовольняє визначену

систему диференцiальних рiвнянь, то дана сiм’я буде (або не буде) квазi-

мономiальною.

Залучення апарату алгебри Лi й диференцiальних операторiв дає єди-
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ний пiдхiд для дослiдження дiї рiзноманiтних афiнних та ортогональних груп

на просторi многочленiв i є фундаментальним методичним iнструментом цiєї

роботи.

Роль експоненцiальних породжуючих функцiй. Продовжуючи

опис методiв, слiд окремо пiдкреслити важливу роль експоненцiальних поро-

джуючих функцiй у дослiдженнях квазi-мономiальних сiмей. У цьому пiдходi

вся сiм’я многочленiв описується єдиним аналiтичним об’єктом, що дозволяє

зручно формулювати та перевiряти умови квазi-мономiальностi.

Експоненцiальною породжуючою функцiєю (EGF) називається ряд:

𝐺(𝑥, 𝑢) =
∞∑︁

𝑚=0

𝐵𝑚(𝑥)
𝑢𝑚

𝑚!
.

Нехай ми маємо систему многочленiв

{𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} або {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)},

залежно вiд того, чи йдеться про дво- чи тривимiрний випадок.

Експоненцiальною породжуючою функцiєю для такої системи називає-

ться ряд:

𝐺(𝑥, 𝑦, [𝑧]; 𝑢, 𝑣, [𝑤]) =
∞∑︁

𝑚,𝑛,[𝑘]=0

𝐵𝑚,𝑛,[𝑘](𝑥, 𝑦, [𝑧])
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
[
𝑤𝑘

𝑘!
],

де квадратнi дужки [ · ] вказують на можливу присутнiсть третьої змiнної 𝑧

та вiдповiдного параметра 𝑤. У двовимiрному випадку – це 𝐺(𝑥, 𝑦; 𝑢, 𝑣), а в

тривимiрному — 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑢, 𝑣, 𝑤).

Основнi переваги застосування методу породжуючих функцiй:

1. Компактнiсть. Вся нескiнченна сiм’я многочленiв «пакується» в одну

функцiю.

2. Перенесення властивостей. Властивiсть квазi-мономiальностi 𝐵𝑚,𝑛

трансформується у функцiональне рiвняння для 𝐺.
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3. Зв’язок з класичними многочленами. Багато вiдомих ортогональ-

них систем (Ермiта, Лагерра, Аппеля [4]) природно описуються че-

рез експоненцiальнi породжуючi функцiї, що дозволяє легко перевiряти

їхню квазi-мономiальнiсть.

4. Зручнiсть у встановленнi умов квазi-мономiальностi. Вимоги на

{𝐵𝑚,𝑛,[𝑘]} (що випливають iз системи диференцiальних рiвнянь, згада-

них ранiше) можуть бути перекладенi на умови для 𝐺. Зокрема, за-

лежнiсть 𝐺 лише вiд певних комбiнацiй змiнних (наприклад, 𝑢𝑥 + 𝑣𝑦,

𝑥2+ 𝑦2, 𝑢2+ 𝑣2 тощо) стає природним критерiєм квазi-мономiальностi.

5. Алгебраїчна єднiсть опису. Уся сiм’я полiномiв {𝐵𝑚,𝑛,[𝑘]} «паке-

тується» в одну функцiю 𝐺. Завдяки цьому багато рiвнянь (особли-

во лiнiйних, пов’язаних iз груповою дiєю) перетворюються на короткi

алгебро-диференцiальнi умови, накладенi на 𝐺.

6. Комбiнаторний аналiз. Породжуючi функцiї дозволяють застосову-

вати комбiнаторнi прийоми — порiвнювати коефiцiєнти при
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
[
𝑤𝑘

𝑘!
],

вивчати пiдсумовування рядiв тощо. Це дає змогу легко визначати яв-

ний вигляд многочленiв, одержувати рекурентнi формули та аналiзу-

вати стiйкiсть обчислень у застосуваннях (розпiзнавання образiв, 3D-

графiка тощо).

Як уже зазначалося вище, враховуючи групову дiю (через вiдповiднi

диференцiальнi оператори) на 𝐺, можна отримати систему лiнiйних дифе-

ренцiальних рiвнянь для 𝐺. Розв’язок такої системи часто унаочнює

𝐺 = 𝐺
(︀
𝑢𝑥+ 𝑣𝑦 + [𝑤𝑧], 𝑥2 + 𝑦2 + [𝑧2], 𝑢2 + 𝑣2 + [𝑤2]

)︀
,

або iншi подiбнi залежностi (залежно вiд конкретної групи перетворень).

Простежується «збiг» дiї групи на 𝑥, 𝑦, [𝑧] i на 𝑢, 𝑣, [𝑤], що й забезпечує

iдентичнiсть матриць (умову квазi-мономiальностi) в базисах {𝑥𝑚𝑦𝑛[𝑧𝑘]} та

{𝐵𝑚,𝑛,[𝑘]}.
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Експоненцiальнi породжуючi функцiї стали центральним засобом у

комбiнаторному вивченнi квазi-мономiальних базисiв i основою для виведе-

ння головних результатiв цiєї роботи, дозволяючи водночас формулювати й

вирiшувати задачi про пошук многочленiв, стiйких до певних групових пере-

творень.

Рекурентнi спiввiдношення та обчислювальна стабiльнiсть.

Одним iз практичних результатiв дослiдження експоенцiальних породжую-

чих функцiй є виведення рекурентних формул. Пряме обчислення полiномiв

через суми степенiв призводить до втрати точностi. Натомiсть рекурентнi

спiввiдношення вигляду:

𝐵𝑚+1,𝑛 = (𝑥+ 𝛼𝑚)𝐵𝑚,𝑛 + 𝛽𝑚𝐵𝑚−1,𝑛 + . . . (1.8)

дозволяють обчислювати моменти високих порядкiв за лiнiйний час iз мiнi-

мальною похибкою. Це критично для обробки зображень високої роздiльної

здатностi.

Варто наголосити на важливостi рекурентних формул для ефективно-

го й надiйного обчислення значень багатоiндексних многочленiв, що вико-

ристовуються пiд час оцiнювання моментiв зображень. У великих (2D або

3D) областях доводиться працювати з великою кiлькiстю многочленiв висо-

ких порядкiв, i пряме використання степеневих формул може призвести до

критичних похибок через переповнення або втрату точностi в операцiях з

плаваючою комою.

Рекурентнi спiввiдношення iстотно пiдвищують чисельну стабiльнiсть

обчислень, оскiльки дають змогу уникати повторного множення на 𝑥, 𝑦 чи

[𝑧] для кожного порядку. Замiсть цього многочлени вищих порядкiв визна-

чаються через кiлька базових арифметичних дiй над уже вiдомими вираза-

ми з меншими iндексами. Такий пiдхiд не тiльки економить обчислювальнi

ресурси, а й робить методи обчислення унiверсальним, оскiльки рекурентнi
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формули можна адаптувати до рiзних типiв базисiв чи умов задачi.

Ключову роль у виведеннi цих рекурентних спiввiдношень вiдiгра-

ють експоненцiальнi породжуючi функцiї. Аналiзуючи алгебраїчнi й ди-

ференцiальнi рiвняння, яким задовольняє породжуюча функцiя при квазi-

мономiальностi, вдається виписати явнi закономiрностi для переходiв:

𝐵𝑚,𝑛,[𝑘] ↦−→ 𝐵𝑚±1,𝑛,[𝑘], 𝐵𝑚,𝑛,[𝑘] ↦−→ 𝐵𝑚,𝑛±1,[𝑘], 𝐵𝑚,𝑛,[𝑘] ↦−→ 𝐵𝑚,𝑛,[𝑘±1],

що суттєво спрощує обчислення самих многочленiв i, вiдповiдно, моментiв

зображень. Це дає змогу проводити аналiз образiв високої роздiльностi, уни-

каючи надмiрних степеневих операцiй i вiдповiдних числових похибок.

Рекурентнi спiввiдношення, знайденi саме завдяки породжуючим фун-

кцiям, вiдкривають широкi можливостi для швидкої i стабiльної реалiзацiї

алгоритмiв, заснованих на квазi-мономiальних полiномах. Це надзвичайно

важливо для задач машинного навчання, комп’ютерного зору та тривимiр-

ного моделювання, де моментнi iнварiанти є одним iз ключових iнструментiв.

1.5. Узагальнення результатiв аналiзу

Пiдсумовуючи огляд, можна стверджувати, що теорiя квазi-

мономiальних базисiв пройшла шлях вiд вивчення окремих випадкiв

(полiноми Ермiта) до загальної класифiкацiї вiдносно пiдгруп афiнних груп

Aff(2) та Aff(3).

За останнi десятилiття теорiя моментних методiв зробила помiтний

крок уперед. Якщо класичнi геометричнi моменти, запропонованi й дослiджу-

ванi з середини минулого столiття, забезпечували вiдносно просте означення

та цiлком успiшно застосовувалися в задачах двовимiрного розпiзнавання,

то з часом проблема числової нестабiльностi спонукала до пошуку стiйкi-

ших базисiв. У результатi з’явилося поняття квазi-мономiальних базисiв, якi

зберiгають логiку побудови моментних iнварiантiв, але iстотно виграють у
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точностi та стабiльностi.

Результати дослiджень [6] та [49] сформували теоретичний фундамент

для 2D випадку. Дослiдження для групи Aff(2) свiдчать, що концепцiя квазi-

мономiв має доволi завершений та добре сформульований характер, про що

свiдчать результати [6] та [49]. А працi останнiх рокiв [21] та [31] вiдкрили

шлях до 3D застосувань i стосуються поширення цих самих iдей на три-

вимiрний простiр, де головним об’єктом є група обертань SO(3), а також

iншi пiдгрупи просторової афiнної групи Aff(3). Таким чином, теорiя квазi-

мономiальних базисiв поступово стає ефективною методикою як для аналiзу

2D-зображень, так i для складнiших 3D-завдань.

Важливим трендом є поєднання цiєї теорiї з нейромережевими архi-

тектурами, де квазi-мономи виступають як засiб забезпечення геометричної

стабiльностi (еквiварiантностi) шарiв CNN [22, 30]. На вiдмiну вiд суто архi-

тектурних рiшень для детектування орiєнтованих об’єктiв (наприклад, ROI

Transformer [16], що вивчає трансформацiї через складнi шари мережi), ви-

користання квазi-мономiв дозволяє закласти геометричну стабiльнiсть без-

посередньо у математичну структуру дескрипторiв [22, 30]. Включення iнва-

рiантних моментiв у архiтектури CNN допомагає формувати ротацiйно або

афiнно стiйкi ознаки, зменшуючи потребу в аугментацiї та суттєво скорочу-

ючи кiлькiсть параметрiв. Сама ж теорiя квазi-мономiв гарантує збереження

необхiдних групових властивостей многочленiв, що, у свою чергу, пiдсилює

еквiварiантнiсть чи iнварiантнiсть шарiв нейронної мережi без надмiрних об-

числювальних витрат. Тож наступний етап еволюцiї моментних методiв при-

родно охоплює як класичнi задачi аналiзу зображень i розпiзнавання, так

i сфери глибокого навчання, де врахування групових симетрiй стає дедалi

важливiшим.

Розвиток поняття квазi-мономiв — вiд двовимiрного до тривимiрного

випадку та його впровадження в архiтектури глибоких мереж — пiдтвер-
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джує, що сучасна теорiя моментних iнварiантiв охоплює великий спектр за-

стосувань, у тому числi обробку високорозмiрних даних з мiнiмальними чи-

словими похибками та високою iнварiантнiстю до геометричних перетворень.

Таким чином, дослiдження квазi-мономiальних сiмей є актуальним на-

уковим завданням, що об’єднує класичну алгебру, теорiю диференцiальних

рiвнянь та сучаснi методи iнтелектуального аналiзу даних.

Результати першого роздiлу базуються на аналiзi значної кiлькостi на-

укових лiтературних джерел, включаючи класичнi працi Ермiта, Аппеля та

сучаснi публiкацiї у провiдних журналах з розпiзнавання образiв (Pattern

Recognition, IEEE TIP).

У першому роздiлi подано теоретичнi передумови та висвiтлено генезис

квазi-мономiальних сiмейств многочленiв. Наведено аналiз лiтературних дже-

рел та продемонстровано загальнi вiдомостi про моментнi iнварiанти та квазi-

мономiальнi базиси. Проведено ґрунтовний аналiз еволюцiї моментних мето-

дiв: вiд перших iнварiантiв Ху до сучасних несепарабельних 3D-дескрипторiв.

Введено поняття квазi-мономiальностi та продемонстрована ево-

люцiя розвитку цього поняття. Описано розширення поняття квазi-

мономiальностi на 3D-випадок вiдносно групи 𝑆𝑂(3). Визначено, що саме

квазi-мономiальнiсть дозволяє поєднати переваги ортогональних систем (чи-

сельна стабiльнiсть) iз перевагами мономiв (алгебраїчна простота iнварiан-

тiв).

Обгрунтовано важливу роль апарату алгебр Лi та експоненцiальних

породжуючих функцiй у дослiдженнi квазi-мономiальних сiмей многочленiв.

Визначено переваги застовування породжуючих функцiй: зручнiсть у вста-

новленнi квазi-мономiальностi, алгебраїчна єднiсть опису, використання ком-

бiнаторних прийомiв.

Узагальнено отриманi результати аналiзу лiтературних джерел щодо
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важливостi та актуальностi дослiдження квазi-мономiальних сiмей як єдиної

методики для аналiзу 2D та 3D-зображень. Окреслено сфери застосування

квазi-мономiв, зокрема iнтеграцiю квазi-мономiальних методiв у сучаснi си-

стеми комп’ютерного зору, зокрема для пiдвищення iнварiантностi нейронних

мереж без надмiрних обчислювальних витрат. Це закладає фундамент для

подальших роздiлiв дисертацiї, де цi методи будуть застосованi до конкретних

класiв перетворень.
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РОЗДIЛ 2. КВАЗI-МОНОМИ ВIДНОСНО ПIДГРУП

АФIННОЇ ГРУПИ ПЛОЩИНИ

2.1. Формулювання задачi

Важливою сферою застосування теорiї груп є аналiз 2D i 3D зображень.

Для розпiзнавання та класифiкацiї зображень за допомогою алгоритмiв ма-

шинного навчання необхiдно побудувати такi ознаки зображень, якi зали-

шаються iнварiантними для тих геометричних перетворень площини, якi не

спотворюють сцену зображення. Для 2D зображень такими перетвореннями

є обертання, паралельнi перенесення, масштабування та композицiя цих пере-

творень. Вiдповiднi iнварiантнi ознаки вперше були представленi в статтi [25]

i називаються моментними iнварiантами. Зображення ототожнюється з

кусково-неперервною дiйсною функцiєю вiд двох змiнних 𝑓 : Ω → R,Ω ⊂ R2,

що визначена на компактнiй областi Ω i яка має скiнченний ненульовий iнте-

грал. Тодi величина

m𝑚,𝑛(𝑓(𝑥, 𝑦)) = m𝑚𝑛 =

∫︁∫︁
Ω

𝑓(𝑥, 𝑦)𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,

називається 𝜋-моментом зображення порядку 𝑚 + 𝑛, де сiм’я многочленiв

{𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} є базисом нескiнченновимiрного векторного R-простору много-

членiв вiд двох змiнних.

З 1960-х рокiв моментнi iнварiанти активно використовуються в аналiзi

зображень [5–13,17,19–21,25,36–39].

Залежно вiд вибору базису {𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} розглядаються рiзнi системи

моментiв. У найпростiшому випадку 𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑚𝑦𝑛 вiдповiднi моменти

називаються геометричними моментами. Афiнна група площини Aff(2) та

її пiдгрупи природним чином дiють на геометричнi моменти i в результатi
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виникають вiдповiднi алгебри моментних iнварiантiв. Особливий iнтерес у

застосуваннi становлять моментнi iнварiанти вiдносно дiї групи, яка є на-

пiвпрямим добутком групи паралельних перенесень площини 𝑇 (2) з прямим

добутком комплексної групи обертань площини 𝑆𝑂(2) i групи рiвномiрних

розтягiв, яка iзоморфна групi R*.

Алгебра моментних iнварiантiв цiєї групи добре вивчена, зокрема, вiдо-

мий явний опис її породжуючих елементiв [5, 20]. Однак практичне викори-

стання геометричних моментiв викликає труднощi через їх чисельну неста-

бiльнiсть при роботi в дискретних областях, оскiльки значення 𝑥𝑚𝑦𝑛 швидко

зростають iз збiльшенням розмiру зображення. Щоб уникнути цiєї проблеми

переходять до ортогональних моментiв, якi породжуються базисом

𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑚(𝑥)𝐹𝑛(𝑦),

де {𝐹𝑚(𝑥)} – сiм’я ортогональних многочленiв вiд однiєї змiнної. Основнi

причини використання ортогональних многочленiв – це стабiльна та швид-

ка чисельна реалiзацiя. Їх можна обчислювати за допомогою рекурентних

спiввiдношень, якi можуть бути ефективно реалiзованi шляхом множення на

спецiальнi матрицi. Використовуючи ортогональнi многочлени, ми уникає-

мо високого динамiчного дiапазону значень моментiв, що може призвести до

втрати точностi через переповнення або занадто малi значення (на вiдмiну вiд

стандартних степенiв, значення ортогональних многочленiв лежать у вузько-

му iнтервалi, наприклад, (−1; 1). Але виникає проблема знаходження вира-

зiв для моментних iнварiантiв у новому ортогональному базисi. Змiна базису

пов’язана з великими технiчними труднощами i позитивно вирiшується лише

для лежандрових моментiв i лише для простих перетворень площини [13], якi

не включають обертання.

Принципово iнший пiдхiд було використано в статтi [49]. Автори вияв-
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ляють цiкавий i несподiваний факт: виявляється, що для базису

𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝐻𝑚(𝑥)𝐻𝑛(𝑦),

де {𝐻𝑛(𝑥)} — многочлени Ермiта, форма моментних iнварiантiв вiдносно гру-

пи 𝑆𝑂(2) така ж, як i для геометричних моментiв. Це випливає з того, що

матриця лiнiйного оператора 𝑇𝜃 повороту на кут 𝜃 в базисi {𝑥𝑚𝑦𝑛} така сама

(див. [49]), як i в базисi {𝐻𝑚(𝑥)𝐻𝑛(𝑦)}. Таким чином, ця чудова властивiсть

многочленiв Ермiта дозволила ефективно обчислити 𝑆𝑂(2)-iнварiантнi ермi-

товi ортогональнi моменти.

У статтi [6] цi iдеї були розвиненi та надано повний опис усiх сiмей

многочленiв, якi володiли цiєю властивiстю вiдносно обертань площини у

термiнах їхнiх породжуючих функцiй. Ця властивiсть була названа квазi-

мономiальною властивiстю.

Наведемо деякi основнi означення. Введемо поняття квазi-

мономiальностi вiдносно довiльної пiдгрупи афiнної групи площини

Aff(2).

Нехай 𝐻 — пiдгрупа афiнної групи площини Aff(2), яка розглядається

з природною дiєю на векторному просторi многочленiв двох змiнних.

Означення 2.1.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} називається квазi-

мономiальною вiдносно пiдгрупи 𝐻 афiнної групи Aff(2) площини, якщо

{𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} утворює такий базис векторного простору многочленiв вiд

двох змiнних, що в цьому базисi лiнiйнi оператори, якими дiє 𝐻, мають

таку саму матрицю, яку вони мають в стандартному мономiальному ба-

зисi {𝑥𝑚𝑦𝑛}. У цьому випадку многочлени {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} називаються квазi-

мономами .

Знання таких квазi-мономiв щодо груп перетворень площини та просто-

ру є важливим для швидкого i стабiльного розрахунку моментних iнварiантiв

зображення.
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Наведемо основнi визначення та результати щодо квазi-мономiв вiд-

носно пiдгруп афiнної групи площини Aff(2). Розглянемо критерiй квазi-

мономiальностi для випадку, коли група 𝐻 породжена обертаннями, масшта-

буваннями та паралельними перенесеннями площини в термiнах експоненцi-

альної породжуючої функцiї для сiм’ї многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} .

2.2. Квазi-мономи вiдносно групи обертань площини

Група 𝑆𝑂(2) дiє на функцiї двох змiнних обертаннями 𝑇𝜃 :

𝑇𝜃(𝑓(𝑥, 𝑦)) = 𝑓(𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃, 𝑥 sin 𝜃 + 𝑦 cos 𝜃), 𝜃 ∈ [0, 2𝜋].

Зокрема, 𝑇𝜃 дiє на базиснi вектори так:

𝑇𝜃(𝑥
𝑚 · 𝑦𝑛) = (𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃)𝑚 · (𝑥 sin 𝜃 + 𝑦 cos 𝜃)𝑛 =

=
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑗
(︂
𝑚

𝑗

)︂(︂
𝑛

𝑘

)︂
(cos 𝜃)𝑚−𝑗+𝑘(sin 𝜃)𝑛−𝑘+𝑗𝑥𝑚+𝑛−𝑗−𝑘𝑦𝑗+𝑘.

Нехай {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} є iншим базисом:

deg𝑥𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑚, deg𝑦 𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑛.

Нас цiкавить такий базис, який перетворюється при обертаннi 𝑇𝜃 так

само, як i мономи 𝑥𝑚𝑦𝑛.

Означення 2.2.1 ( [6]). Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} називається квазi-

мономiальною вiдносно групи обертань площини 𝑆𝑂(2), якщо має

мiсце наступна тотожнiсть:

𝑇𝜃(𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) = 𝐵𝑚,𝑛(𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃, 𝑥 sin 𝜃 + 𝑦 cos 𝜃) = (2.1)

=
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑗
(︂
𝑚

𝑗

)︂(︂
𝑛

𝑘

)︂
(cos 𝜃)𝑚−𝑗+𝑘(sin 𝜃)𝑛−𝑘+𝑗 ×𝐵𝑚+𝑛−𝑗−𝑘,𝑗+𝑘(𝑥, 𝑦),

для всiх 𝑚,𝑛 ∈ N.
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Iншими словами, лiнiйний оператор 𝑇𝜃 у цих двох рiзних базисах {𝑥𝑚𝑦𝑛}

i {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} має однаковi матрицi.

Виявляється, що iснує простий критерiй квазi-мономiальностi сiм’ї мно-

гочленiв, який формулюється через її експоненцiальну породжуючу функцiю

Теоpема 2.2.1 ( [6]). Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}, визначена експонен-

цiальною породжуючою функцiєю

𝐺 =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
,

є квазi-мономiальною вiдносно групи обертань площини 𝑆𝑂(2) тодi i тiльки

тодi, коли 𝐺 є функцiєю змiнних 𝑢𝑥+ 𝑣𝑦, 𝑥2 + 𝑦2 i 𝑢2 + 𝑣2:

𝐺 = 𝐺(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦, 𝑥2 + 𝑦2, 𝑢2 + 𝑣2). (2.2)

Квазi-мономiальнi многочлени вiдносно 𝑆𝑂(2) також допускають опис

на мовi диференцiальних рiвнянь.

Теоpема 2.2.2 ( [6]). Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} є квазi-мономiальною

вiдносно групи обертань площини, якщо вона задовольняє диференцiальне

рiвняння в частинних похiдних для всiх 𝑚,𝑛 ∈ N :

𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
− 𝑦

𝜕𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 𝑛𝐵𝑚+1,𝑛−1(𝑥, 𝑦)−𝑚𝐵𝑚−1,𝑛+1(𝑥, 𝑦).

Також у цьому випадку експоненцiальна породжуюча функцiя 𝐺 для

{𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} задовольняє наступне диференцiальне рiвняння в частинних

похiдних:

𝑥
𝜕𝐺

𝜕𝑦
− 𝑦

𝜕𝐺

𝜕𝑥
= 𝑣

𝜕𝐺

𝜕𝑢
− 𝑢

𝜕𝐺

𝜕𝑣
.
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2.3. Квазi-мономи вiдносно групи масштабувань площини

У цьому пiдроздiлi дається опис квазi-мономiв вiдносно групи масшта-

бувань площини.

Двопараметрична група масштабувань площини дiє на функцiю таким

чином:

𝑇𝑠,𝑡(𝑓(𝑥, 𝑦)) = 𝑓(𝑠𝑥, 𝑡𝑦), 𝑠, 𝑡 ∈ R.

Означення 2.3.1. Сiм’ю многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} називають квазi-

мономiальною вiдносно групи масштабувань площини, якщо дiя

групи збiгається з дiєю групи на одночлени, тобто

𝐵𝑚,𝑛(𝑠𝑥, 𝑡𝑦) = 𝑠𝑚𝑡𝑛𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦), (2.3)

для всiх 𝑠, 𝑡 ∈ R та 𝑚,𝑛 ∈ N.
Наступна теорема представляє собою простий критерiй квазi-

мономiальностi сiм’ї многочленiв в термiнах її породжуючої функцiї.

Теоpема 2.3.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}, визначена експоненцiаль-

ною породжуючою функцiєю

𝐺 =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
,

є квазi-мономiальною вiдносно групи масштабувань площини тодi i тiльки

тодi, коли 𝐺 є функцiєю двох змiнних 𝑥𝑢 та 𝑦𝑣 :

𝐺 = 𝐺 (𝑥𝑢, 𝑦𝑣) . (2.4)

Доведення. =⇒ Необхiднiсть. Припустимо, що сiм’я многочленiв

{𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} задовольняє умову (2.3). Спочатку доведемо, що многочлени

{𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} задовольняють таку систему диференцiальних рiвнянь:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 𝑚𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦),

𝑦
𝜕𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 𝑛𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦),
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для всiх цiлих iндексiв 𝑚,𝑛.

Продиференцiюємо тотожнiсть (2.3) по 𝑠:

𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛(𝑠𝑥, 𝑡𝑦)

𝜕𝑥
= 𝑚𝑠𝑚−1𝑡𝑛𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦).

Поклавши 𝑠 = 1, 𝑡 = 1, отримаємо

𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 𝑚𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦).

Аналогiчно, диференцiюванням по 𝑡 отримуємо другу тотожнiсть.

Беручи до уваги першу тотожнiсть, отримаємо

𝑥
𝜕𝐺

𝜕𝑥
=

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

(︂
𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥

)︂
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝑚𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
= 𝑢

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚−1

(𝑚− 1)!

𝑣𝑛

𝑛!
= 𝑢

𝜕𝐺

𝜕𝑢
.

Подiбним чином ми знаходимо, що

𝑦
𝜕𝐺

𝜕𝑦
= 𝑣

𝜕𝐺

𝜕𝑣
.

Таким чином, породжуюча функцiя 𝐺 задовольняла систему рiвнянь у

частинних похiдних: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥
𝜕𝐺

𝜕𝑥
= 𝑢

𝜕𝐺

𝜕𝑢
,

𝑦
𝜕𝐺

𝜕𝑦
= 𝑣

𝜕𝐺

𝜕𝑣
.

Система двох диференцiальних рiвнянь, яка мiстить функцiю чотирьох

змiнних, не може мати бiльше двох функцiонально незалежних розв’язкiв

[27]. Проте 𝑥𝑢 i 𝑦𝑣, очевидно, є її розв’язками i є незалежними. Отже, G має

бути лише функцiєю 𝑥𝑢 i 𝑦𝑣.

⇐= Достатнiсть. Тепер доведемо зворотну iмплiкацiю. Маємо

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) = 𝐺(𝑥𝑢, 𝑦𝑣).
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Доведемо, що 𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) є однорiдним многочленом. Зауважимо, що,

оскiльки

𝐺(𝑠𝑥𝑢, 𝑡𝑦𝑣) = 𝐺(𝑥(𝑠𝑢), 𝑦(𝑡𝑣)),

то функцiя 𝐺 задовольняє тотожнiсть

𝐺(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑢, 𝑣) = 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑠𝑢, 𝑡𝑣).

Тепер маємо, з одного боку

𝐺(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐵𝑚,𝑛(𝑠𝑥, 𝑡𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
,

а з iншого боку отримуємо

𝐺(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑢, 𝑣) = 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑠𝑢, 𝑡𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
(𝑠𝑢)𝑚

𝑚!

(𝑡𝑣)𝑛

𝑛!
.

Прирiвнюючи правi частини, отримуємо

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝐵𝑚,𝑛(𝑠𝑥, 𝑡𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
=

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
(𝑠𝑢)𝑚

𝑚!

(𝑡𝑣)𝑛

𝑛!
.

Прирiвнявши коефiцiєнти однакових степенiв 𝑢 i 𝑣, отримаємо

𝐵𝑚,𝑛(𝑠𝑥, 𝑡𝑦) = 𝑠𝑚𝑡𝑛𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦),

як i вимагалось.

2.4. Квазi-мономи вiдносно групи рiвномiрних масштабувань

площини

Розглянемо групу рiвномiрних масштабувань, тобто такi перетворення

площини: ⎧⎪⎨⎪⎩𝑥′ = 𝑠𝑥,

𝑦′ = 𝑠𝑦,

для всiх 𝑠 ∈ R.
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Означення 2.4.1. Ciм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} є квазi-мономiальною

вiдносно групи рiвномiрних масштабувань площини, якщо

𝐵𝑚,𝑛(𝑠𝑥, 𝑠𝑦) = 𝑠𝑚+𝑛𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦), (2.5)

для всiх 𝑠 ∈ R та 𝑚,𝑛 ∈ N.
Наступна теорема дає повний опис таких многочленiв у термiнах їх

експоненцiальної породжуючої функцiї.

Теоpема 2.4.1. Ciм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}, визначена експоненцiаль-

ною породжуючою функцiєю

𝐺 =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
,

є квазi-мономiальною вiдносно групи рiвномiрних масштабувань площини

тодi i тiльки тодi, коли 𝐺 є функцiєю трьох змiнних
𝑦

𝑥
, 𝑢𝑥 та 𝑣𝑥 :

𝐺 = 𝐺
(︁𝑦
𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥

)︁
. (2.6)

Доведення. =⇒ Необхiднiсть. Диференцiюючи тотожнiсть

𝐵𝑚,𝑛(𝑠𝑥, 𝑠𝑦) = 𝑠𝑚+𝑛𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦),

по 𝑠 при 𝑠 = 1 ми отримуємо таке рiвняння

𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= (𝑚+ 𝑛)𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦).

Тодi, подiбно до доведення Теореми 2.2.1, знаходимо, що породжуюча

функцiя задовольняє таке рiвняння

𝑥
𝜕𝐺

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝐺

𝜕𝑦
= 𝑢

𝜕𝐺

𝜕𝑢
+ 𝑣

𝜕𝐺

𝜕𝑣
.

Рiвняння не може мати бiльше трьох функцiонально незалежних

розв’язкiв, якi ми можемо вказати явно:
𝑦

𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥. Отже, породжуюча фун-

кцiя є функцiєю змiнних
𝑦

𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥.

⇐= Достатнiсть. Достатнiсть доводиться так само, як у Теоремi 2.3.1.
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2.5. Квазi-мономи вiдносно групи паралельних перенесень

площини

Двопараметрична група паралельних перенесень площини утворює-

ться перетвореннями виду: ⎧⎪⎨⎪⎩𝑥′ = 𝑥+ 𝑎,

𝑦′ = 𝑦 + 𝑏,

де 𝑎, 𝑏 ∈ R.

Група дiє на функцiї наступним чином:

𝑓(𝑥′, 𝑦′) = 𝑓(𝑥+ 𝑎, 𝑦 + 𝑏), 𝑎, 𝑏 ∈ R.

Оскiльки виконується така рiвнiсть для мономiв:

(𝑥+ 𝑎)𝑚(𝑦 + 𝑏)𝑛 =
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑛∑︁
𝑗=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑛

𝑗

)︂
𝑥𝑖𝑦𝑗𝑎𝑚−𝑖𝑏𝑛−𝑗,

тодi приходимо до такого означення.

Означення 2.5.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} називається квазi-

мономiальною сiм’єю вiдносно групи паралельних перенесень пло-

щини , якщо виконується наступна тотожнiсть

𝐵𝑚,𝑛(𝑥+ 𝑎, 𝑦 + 𝑏) =
𝑚∑︁
𝑠=0

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑚

𝑠

)︂(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑎𝑚−𝑠𝑏𝑛−𝑘𝐵𝑠,𝑘(𝑥, 𝑦), (2.7)

для всiх 𝑎, 𝑏 ∈ R та 𝑚,𝑛 ∈ N.
Наступна теорема представляє простий критерiй квазi-мономiальностi

сiм’ї многочленiв у термiнах її експоненцiальної породжуючої функцiї.

Теоpема 2.5.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} є квазi-мономiальною сiм’єю

вiдносно групи паралельних перенесень площини тодi i тiльки тодi, коли її

експоненцiальна породжуюча функцiя має вигляд:

𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣, (2.8)

де 𝐶(𝑢, 𝑣) — довiльний степеневий ряд за змiнними 𝑢, 𝑣.
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Доведення. =⇒ Необхiднiсть. Спочатку диференцiюємо рiвнiсть (2.7) по 𝑎

при 𝑎 = 0 i 𝑏 = 0. Отримаємо диференцiальне рiвняння на 𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) :

𝜕𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 𝑚𝐵𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦).

Аналогiчно, диференцiюючи по 𝑏, отримуємо iнше диференцiальне рiв-

няння на 𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) :

𝜕𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 𝑛𝐵𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦).

Беручи до уваги першу тотожнiсть, отримаємо

𝜕𝐺

𝜕𝑥
=

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

(︂
𝜕𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥

)︂
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
=

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑚𝐵𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
=

= 𝑢
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐵𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚−1

(𝑚− 1)!

𝑣𝑛

𝑛!
= 𝑢

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
= 𝑢𝐺.

Так само ми отримуємо тотожнiсть

𝜕𝐺

𝜕𝑦
= 𝑣𝐺.

Тому 𝐺 задовольняє таку систему диференцiальних рiвнянь:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝐺

𝜕𝑥
= 𝑢𝐺,

𝜕𝐺

𝜕𝑦
= 𝑣𝐺.

Ця система диференцiальних рiвнянь першого порядку має розв’язок

𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣,

де 𝐶 є функцiєю змiнних 𝑢, 𝑣. Можна вважати, що 𝐶(𝑢, 𝑣) є степеневим ря-

дом за змiнними 𝑢, 𝑣, оскiльки лише у цьому випадку G буде породжуючою

функцiєю для системи многочленiв
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⇐= Достатнiсть. Доведемо зворотну iмплiкацiю. Припустимо тепер,

що породжуюча функцiя для сiм’ї многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} має вигляд

𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣.

Розглянемо оператор зсуву 𝑇𝑎,𝑏

𝑇𝑎,𝑏(𝑥) = 𝑥+ 𝑎, 𝑇𝑎,𝑏(𝑦) = 𝑦 + 𝑏.

Тодi

𝑇𝑎,𝑏(𝑥𝑢+ 𝑦𝑣) = 𝑎𝑢+ 𝑣𝑏+ 𝑢𝑥+ 𝑣𝑦.

З одного боку маємо

𝑇𝑎,𝑏(𝐺) = 𝑇𝑎,𝑏

(︃ ∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

)︃
=

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝑇𝑎,𝑏(𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
,

а з другого

𝑇𝑎,𝑏 (𝐺) = 𝐶(𝑢, 𝑣)𝑇𝑎,𝑏

(︀
𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣

)︀
= 𝐶(𝑢, 𝑣)𝑒𝑇𝑎,𝑏(𝑥𝑢+𝑦𝑣) = 𝐶(𝑢, 𝑣)𝑒𝑎𝑢+𝑣𝑏+𝑢𝑥+𝑣𝑦 =

= 𝑒𝑎𝑢+𝑣𝑏𝐺 =

⎛⎝ ∞∑︁
𝑘,𝑠=0

𝑎𝑠𝑏𝑘
𝑢𝑠

𝑠!

𝑣𝑘

𝑘!

⎞⎠(︃ ∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

)︃
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

(︃
𝑚∑︁
𝑠=0

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑚

𝑠

)︂(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑎𝑚−𝑠𝑏𝑛−𝑘𝐵𝑠,𝑘(𝑥, 𝑦)

)︃
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Прирiвнявши коефiцiєнти однакових степенiв 𝑢 i 𝑣, отримаємо, що

𝑇𝑎,𝑏(𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)) =
𝑚∑︁
𝑠=0

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑚

𝑠

)︂(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑎𝑚−𝑠𝑏𝑛−𝑘𝐵𝑠,𝑘(𝑥, 𝑦).

Отже, многочлени 𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) є квазi-мономами вiдносно групи пара-

лельних перенесень площини.

Властивiсть квазi-мономiальностi може зникнути, якщо многочлени

нормалiзувати, тобто помножити на деякi константи. Нормалiзацiя часто ви-

користовується для обмеження допустимого дiапазону значень многочлена в

обчисленнях. Наступна теорема показує, який вид нормалiзацiї зберiгає вла-

стивiсть квазi-мономiальностi.
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Теоpема 2.5.2. Нехай сiм’я {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} є квазi-мономiальною вiдносно гру-

пи паралельних перенесень площини 𝑇 (2). Сiм’я многочленiв { ̃︀𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)},

де ̃︀𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝛼𝑚,𝑛𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦), 𝛼 ∈ R,

є квазi-мономiальною вiдносно групи паралельних перенесень площини то-

дi i тiльки тодi, коли кожен коефiцiєнт 𝛼𝑚,𝑛 є довiльною функцiєю 𝜙 на

множинi натуральних чисел, яка задовольняє рекурентне спiввiдношення:

𝜙(𝑚+ 𝑛) = 𝜙(𝑚+ 𝑛− 1),

для всiх 𝑚,𝑛 ∈ N.

Доведення. =⇒ Необхiднiсть. Оскiльки

𝜕 ̃︀𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 𝑚 ̃︀𝐵𝑚−1,𝑛−1(𝑥, 𝑦),

𝜕 ̃︀𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 𝑛 ̃︀𝐵𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦).

то будемо мати, що

𝛼𝑚,𝑛
𝜕𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 𝑚𝛼𝑚−1,𝑛𝐵𝑚+1,𝑛(𝑥, 𝑦),

𝛼𝑚,𝑛
𝜕𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 𝑛𝛼𝑚,𝑛−1𝐵𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦).

Отримали систему рекурентних рiвнянь для послiдовностi 𝛼𝑚,𝑛 :⎧⎪⎨⎪⎩𝛼𝑚−1,𝑛 = 𝛼𝑚,𝑛,

𝛼𝑚,𝑛−1 = 𝛼𝑚,𝑛.

Можна показати, що розв’язком цiєї системи рiвнянь є

𝛼𝑚,𝑛 = 𝜙(𝑚+ 𝑛− 1),

де 𝜙 — довiльна функцiя.

⇐= Достатнiсть. Тепер доведемо зворотну iмплiкацiю. Якщо

𝛼𝑚,𝑛 = 𝜙(𝑚+ 𝑛− 1),
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то очевидно, що ⎧⎪⎨⎪⎩𝛼𝑚−1,𝑛 = 𝛼𝑚,𝑛,

𝛼𝑚,𝑛−1 = 𝛼𝑚,𝑛.

Тодi

𝜕 ̃︀𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 𝛼𝑚,𝑛

𝜕𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 𝑚𝛼𝑚−1,𝑛𝐵𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑚 ̃︀𝐵𝑚−1,𝑛(𝑥, 𝑦).

Таким же чином, отримуємо, що

𝜕 ̃︀𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 𝑛 ̃︀𝐵𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦).

Отже, породжуюча функцiя для многочленiв ̃︀𝐵𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦) задовольняє

умови Теореми 2.5.1 i сiм’я многочленiв ̃︀𝐵𝑚,𝑛 буде квазi-мономiальною вiдно-

сно групи паралельних перенесень площини.

Знаючи породжуючу функцiю для системи многочленiв, можна отрима-

ти їх явний вигляд. Наприклад, розглянемо наступну породжуючу функцiю

𝐺 =
1

1− (𝑢2 + 𝑣2)
𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣 =

∞∑︁
𝑚,𝑛=0

𝐵𝑚,𝑛
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
.

Для малих 𝑚,𝑛 отримуємо

𝐵0,0 (𝑥, 𝑦) = 1, 𝐵1,0 (𝑥, 𝑦) = 𝑥, 𝐵0,1 (𝑥, 𝑦) = 𝑦,

𝐵2,0 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 2, 𝐵1,1 (𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦, 𝐵0,2 (𝑥, 𝑦) = 𝑦2 + 2,

𝐵3,0 (𝑥, 𝑦) = 𝑥3 + 6𝑥, 𝐵2,1 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦 + 2 𝑦,

𝐵1,2 (𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦2 + 2𝑥, 𝐵0,3(𝑥, 𝑦) = 𝑦3 + 6 𝑦.

Знайдемо явну формулу для цих многочленiв. Маємо

1

1− (𝑢2 + 𝑣2)
=

∞∑︁
𝑖=0

(𝑢2 + 𝑣2)𝑖 =
∞∑︁
𝑖=0

𝑖∑︁
𝑘=0

(︂
𝑖

𝑘

)︂
𝑢2𝑘𝑣2(𝑖−𝑘) =

∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑖,𝑘𝑢
𝑖𝑣𝑘,

де

𝑎𝑖,𝑘 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(︂ 𝑖+𝑘

2
𝑖
2

)︂
, якщо 𝑖, 𝑘 - парнi,

0.
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Оскiльки

𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣 =
∞∑︁
𝑗=0

(𝑥𝑢+ 𝑦𝑣)𝑗
1

𝑗!
=

∞∑︁
𝑗=0

𝑗∑︁
𝑠=0

(︂
𝑗

𝑠

)︂
(𝑥𝑢)𝑠(𝑦𝑣)𝑗−𝑠 1

𝑗!
=

∞∑︁
𝑗=0

∞∑︁
𝑠=0

𝑥𝑗𝑦𝑠

𝑗!𝑠!
𝑢𝑗𝑣𝑠,

то матимемо

1

1− (𝑢2 + 𝑣2)
𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣 =

(︃ ∞∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑖,𝑘𝑢
𝑖𝑣𝑘

)︃(︃ ∞∑︁
𝑗=0

∞∑︁
𝑠=0

𝑥𝑗𝑦𝑠

𝑗!𝑠!
𝑢𝑗𝑣𝑠

)︃
=

=
∞∑︁
𝑟=0

∞∑︁
𝑡=0

⎛⎝𝑟!𝑡!
∑︁

𝑖+𝑗=𝑟,𝑘+𝑠=𝑡

𝑎𝑖,𝑘
𝑥𝑗𝑦𝑠

𝑗!𝑠!

⎞⎠ 𝑢𝑟

𝑟!

𝑣𝑡

𝑡!
.

Отже,

𝐵𝑟,𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑟!𝑡!
∑︁
𝑖+𝑗=𝑟
𝑘+𝑠=𝑡

𝑎𝑖,𝑘
𝑥𝑗𝑦𝑠

𝑗!𝑠!
= 𝑟!𝑡!

∑︁
2𝑖+𝑗=𝑟
2𝑘+𝑠=𝑡

𝑎2𝑖,2𝑘
𝑥𝑗𝑦𝑠

𝑗!𝑠!
=

= 𝑟!𝑡!
∑︁

2𝑖+𝑗=𝑟
2𝑘+𝑠=𝑡

(︂
𝑖+ 𝑘

𝑖

)︂
𝑥𝑗𝑦𝑠

𝑗!𝑠!
= 𝑟!𝑡!

𝑟/2∑︁
𝑖=0

𝑡/2∑︁
𝑘=0

(︂
𝑖+ 𝑘

𝑖

)︂
𝑥𝑟−2𝑖𝑦𝑡−2𝑘

(𝑟 − 2𝑖)!(𝑡− 2𝑘)!
.

Зауважимо, що многочлени 𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) задовольняють рекурентнi спiв-

вiдношення, якi наводимо без доказiв.

Теоpема 2.5.3. Многочлени 𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) задовольняють такi рекурентнi

спiввiдношення:

𝐵𝑚+1,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) + 2

⌈(𝑛−1)/2⌉∑︁
𝑘=0

(𝑚−1)/2∑︁
𝑠=0

ℎ
(𝑚,𝑛)
𝑠,𝑘 𝐵𝑚−2𝑠−1,𝑛−2𝑘(𝑥, 𝑦),

𝐵𝑚,𝑛+1(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) + 2

⌈(𝑛−1)/2⌉∑︁
𝑘=0

(𝑚−1)/2∑︁
𝑠=0

ℎ
(𝑛,𝑚)
𝑘,𝑠 𝐵𝑚−2𝑠,𝑛−2𝑘−1(𝑥, 𝑦),

де

ℎ
(𝑚,𝑛)
𝑠,𝑘 = (2𝑠+ 1)!(2𝑘)!

(︂
𝑚

2𝑠+ 1

)︂(︂
𝑛

2𝑘

)︂(︂
𝑠+ 𝑘

𝑘

)︂
.
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2.6. Квазi-мономи вiдносно групи рiвномiрних паралельних

перенесень площини

Розглянемо частковий випадок рiвномiрних паралельних перенесень

площини:

𝑇𝑎(𝑥) = 𝑥+ 𝑎, 𝑇𝑎(𝑦) = 𝑦 + 𝑎,

де 𝑎 ∈ R.

Двопараметрична група рiвномiрних паралельних перенесень площини

утворюється перетвореннями виду:⎧⎪⎨⎪⎩𝑥′ = 𝑥+ 𝑎,

𝑦′ = 𝑦 + 𝑎,

де 𝑎 ∈ R.

Група дiє на функцiї наступним чином:

𝑓(𝑥′, 𝑦′) = 𝑓(𝑥+ 𝑎, 𝑦 + 𝑎).

Оскiльки

(𝑥+ 𝑎)𝑚(𝑦 + 𝑎)𝑛 =
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑛∑︁
𝑗=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑛

𝑗

)︂
𝑥𝑖𝑦𝑗𝑎𝑚−𝑖+𝑛−𝑗,

то приходимо до такого означення.

Означення 2.6.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} називається квазi-

мономiальною сiм’єю вiдносно групи рiвномiрних паралельних пе-

ренесень площини, якщо виконується наступна тотожнiсть

𝐵𝑚,𝑛(𝑥+ 𝑎, 𝑦 + 𝑎) =
𝑚∑︁
𝑠=0

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑚

𝑠

)︂(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑎𝑚−𝑠+𝑛−𝑘𝐵𝑠,𝑘(𝑥, 𝑦), (2.9)

для всiх 𝑎 ∈ R та 𝑚,𝑛 ∈ N.

Вiрне наступне твердження.
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Теоpема 2.6.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} буде квазi-мономомiальною

сiм’єю вiдносно групи рiвномiрних паралельних перенесень площини тодi i

тiльки тодi, коли її експоненцiальна породжуюча функцiя має вигляд:

𝐺 = 𝐶(𝑥− 𝑦, 𝑢, 𝑣)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣, (2.10)

де 𝐶 – довiльний степеневий ряд за змiнними 𝑥− 𝑦, 𝑢, 𝑣.

Доведення аналогiчне до доведення Теореми 2.5.1.

У другому роздiлi проведено комплексне аналiтичне дослiдження сiмей

многочленiв вiд двох змiнних, що мають властивiсть квазi-мономiальностi

вiдносно ключових пiдгруп афiнної групи площини Aff(2). Науковi результа-

ти роздiлу можна сформулювати у наступних положеннях:

Формалiзовано концептуальне визначення квазi-мономiальностi: сiм’я

многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} визначена як квазi-мономiальна вiдносно пiдгру-

пи 𝐻 ⊂ Aff(2), якщо лiнiйнi оператори даної пiдгрупи у базисi {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}

мають таку саму матричну реалiзацiю, яку вони мають у стандартному мо-

номiальному базисi {𝑥𝑚𝑦𝑛}. Це дозволяє переносити алгебраїчну структуру

моментних iнварiантiв з класичних моментiв на новi типи полiномiальних

базисiв.

Встановлено та математично доведено необхiднi й достатнi умови квазi-

мономiальностi для основних геометричних перетворень площини. Опис вiд-

повiдних сiмей здiйснено через апарат експоненцiальних породжуючих фун-

кцiй

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!
:

— для групи обертань 𝑆𝑂(2) доведено, що 𝐺 є функцiєю змiнних:

𝐺 = 𝐺(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦, 𝑥2 + 𝑦2, 𝑢2 + 𝑣2);

— для групи масштабувань встановлено вигляд 𝐺 = 𝐺(𝑥𝑢, 𝑦𝑣);
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— для групи паралельних перенесень функцiя має вигляд 𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣,

де 𝐶(𝑢, 𝑣) — степеневий ряд.

Виявлено фундаментальну закономiрнiсть збереження квазi-

мономiальних властивостей при нормалiзацiї. Доведено, що для групи

паралельних перенесень 𝑇 (2) нормована сiм’я ̃︀𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝛼𝑚,𝑛𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)

залишається квазi-мономiальною тодi i тiльки тодi, коли послiдовнiсть

коефiцiєнтiв {𝛼𝑚,𝑛} є функцiєю 𝜙(𝑚 + 𝑛), що задовольняє рекурентне

спiввiдношення 𝜙(𝑚+ 𝑛) = 𝜙(𝑚+ 𝑛− 1).

Виведено рекурентнi спiввiдношення для побудови квазi-мономiальних

сiмей, що забезпечує обчислювальну стабiльнiсть алгоритмiв при високих по-

рядках моментiв:

𝐵𝑚+1,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) + 2

⌈(𝑛−1)/2⌉∑︁
𝑘=0

(𝑚−1)/2∑︁
𝑠=0

ℎ
(𝑚,𝑛)
𝑠,𝑘 𝐵𝑚−2𝑠−1,𝑛−2𝑘(𝑥, 𝑦),

𝐵𝑚,𝑛+1(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) + 2

⌈(𝑛−1)/2⌉∑︁
𝑘=0

(𝑚−1)/2∑︁
𝑠=0

ℎ
(𝑛,𝑚)
𝑘,𝑠 𝐵𝑚−2𝑠,𝑛−2𝑘−1(𝑥, 𝑦),

де ваговi коефiцiєнти ℎ
(𝑚,𝑛)
𝑠,𝑘 визначаються комбiнаторними залежностями:

ℎ
(𝑚,𝑛)
𝑠,𝑘 = (2𝑠+ 1)!(2𝑘)!

(︂
𝑚

2𝑠+ 1

)︂(︂
𝑛

2𝑘

)︂(︂
𝑠+ 𝑘

𝑘

)︂
.

Теоретична значущiсть отриманих результатiв полягає у розширеннi

класичної теорiї моментних iнварiантiв на широкi класи ортогональних та не-

ортогональних многочленiв. Практична цiннiсть полягає у можливостi ство-

рення швидких, чисельно стiйких алгоритмiв для систем комп’ютерного зору

та машинного навчання, зокрема для задач розпiзнавання об’єктiв, що зазна-

ють афiнних деформацiй.

Результати даного роздiлу пройшли апробацiю та були опублiкованi у

наукових працях [2, 41,42].
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РОЗДIЛ 3. КВАЗI-МОНОМИ ВIДНОСНО ПIДГРУП

АФIННОЇ ГРУПИ ПРОСТОРУ

3.1. Постановка задачi та основнi визначення квазi-

мономiальностi в просторi

Останнiм часом квазi-мономiальнi сiм’ї многочленiв знайшли широке

застосування в аналiзi 2D та 3D зображень. Виникла проблема, пов’язана з

необхiднiстю видiлити такi ознаки зображень, якi залишаються iнварiантни-

ми при геометричних перетвореннях площини або простору. Такими пере-

твореннями є обертання, паралельнi перенесення, масштабування та компо-

зицiя цих перетворень [19]. Вiдповiднi iнварiантнi ознаки для 2D зображень

були вперше представленi у статтi [25] та називаються геометричними мо-

ментними iнварiантами. Проте, цi моментнi iнварiанти конструювалися у

стандартному полiномiальному базисi {𝑥𝑚𝑦𝑛}, що спричиняло практичнi тру-

днощi через обчислювальну нестабiльнiсть при роботi в дискретних областях,

оскiльки значення 𝑥𝑚𝑦𝑛 швидко зростають зi збiльшенням розмiру зображе-

ння. Перехiд до iнших базисiв, особливо до базисiв iз класичних дискретних

ортогональних многочленiв, вирiшив проблему нестабiльностi. Але тепер ви-

никла нова проблема знаходження явних виразiв для моментних iнварiантiв,

якi змiнилися iз змiною базису. Знаходження виразiв для моментних iнварi-

антiв в новому базису стикається з великими технiчними труднощами i задо-

вiльно вирiшується лише для деяких часткових випадкiв [13].

Подальший розвиток цiєї iдеї був здiйснений у роботi [6]. У своїй пра-

цi вони запропонували повний опис усiх многочленiв, якi мають властивiсть

зберiгати форму моментних iнварiантiв при змiнi базису. Ця властивiсть дi-

стала назву квазi-мономiальноcтi. Авторами отримано повний опис усiх сiмей
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многочленiв в термiнах їхнiх породжуючих функцiй, що володiють цiєю вла-

стивiстю, яка була названа властивiстю квазi-мономiальностi вiдносно групи

обертань площини 𝑆𝑂(2). Знання таких квазi-мономiв для основних груп

перетворень площини й простору є важливим для побудови швидких i ста-

бiльних алгоритмiв обчислення моментних iнварiантiв.

У роботi [41] поняття квазi-мономiмальностi було поширено на довiль-

ну пiдгрупу 𝐻 афiнної групи площини Aff(2) та отримано опис квазi-мономiв

для випадку, коли група 𝐻 генерується масштабуваннями та паралельними

перенесеннями площини, а також їхнiми композицiями, в тому числi з обер-

таннями.

Запропонований пiдхiд природно узагальнити на тривимiрний випадок,

де замiсть функцiй двох змiнних розглядаються функцiї трьох змiнних, що

дає змогу застосовувати аналогiчнi iдеї для аналiзу 3D-зображень. У зв’язку

з цим актуальним є дослiдження квазi-мономiв для рiзних пiдгруп афiнних

груп перетворень простору та встановлення їхнiх властивостей.

У цьому роздiлi ми продовжуємо цей напрям дослiджень i пропонуємо

опис всiх сiмей многочленiв вiд трьох змiнних, якi є квазi-мономiальними вiд-

носно пiдгруп масштабувань та паралельних перенесень афiнної групи про-

стору Aff(3). В цьому роздiлi встановлено необхiднi i достатнi умови того,

щоб сiм’я многочленiв була квазi-мономiальною вiдносно пiдгруп масшта-

бувань або паралельних перенесень. Крiм того, встановлено умови, за яких

нормалiзацiя квазi-мономiв зберiгає властивiсть квазi-мономiальностi.

Наведемо основнi означення. Введемо поняття квазi-мономiальностi

вiдносно довiльної пiдгрупи афiнної групи простору Aff(3).

Нехай 𝐻 є пiдгрупою афiнної групи простору Aff(3), яка розглядає-

ться разом з природною дiєю на векторному просторi многочленiв з трьома

змiнними.

Означення 3.1.1. Сiм’ю многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} називається квазi-
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мономiальною вiдносно групи 𝐻, якщо оператори груп у двох рi-

зних базисах {𝑥𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘} та {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} мають однаковi матрицi. З

цiєї причини, сiм’ю многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} називатимемо квазi-

мономомiальною.

3.2. Квазi-мономи вiдносно групи масштабувань простору

Група масштабувань простору є трипараметричною групою перетво-

рень тривимiрного простору, якi масштабують координати точок незалежно

за осями 𝑥, 𝑦 та 𝑧 вiдповiдно до коефiцiєнтiв масштабування 𝑠, 𝑡 та 𝑟. Мас-

штабування може збiльшувати або зменшувати об’ємнi фiгури та вiдстанi

мiж точками, але зберiгає вiдноснi пропорцiї фiгур.

Формула перетворень координат при масштабуванi у просторi може бу-

ти записана як: ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥′

𝑦′

𝑧′

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑠 0 0

0 𝑡 0

0 0 𝑟

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥

𝑦

𝑧

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

де (𝑥, 𝑦, 𝑧) – координати початкової точки, (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) – координати точки пiсля

масштабування, а 𝑠, 𝑡 та 𝑟 – коефiцiєнти масштабування вздовж вiдповiдних

осей (𝑠, 𝑡, 𝑟 ∈ R).

Група масштабування простору дiє операторами 𝑇𝑠,𝑡,𝑟 на функцiї таким

чином:

𝑇𝑠,𝑡,𝑟(𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)) = 𝑓(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧), 𝑠, 𝑡, 𝑟 ∈ R.

Зокрема, для мономiв маємо:

𝑇𝑠,𝑡,𝑟(𝑥
𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘) = 𝑠𝑚𝑡𝑛𝑟𝑘𝑥𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘.

Нас цiкавлять сiм’ї многочленiв, на якi оператори групи 𝑇𝑠,𝑡,𝑟 дiють

аналогiчним чином.
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Означення 3.2.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} називається квазi-

мономiальною вiдносно групи масштабувань простору , якщо дiя

групи на цi многочлени збiгається з дiєю групи на мономи, тобто вико-

нується тотожнiсть:

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧) = 𝑠𝑚𝑡𝑛𝑟𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧), (3.1)

для всiх 𝑠, 𝑡, 𝑟 ∈ R та 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.

Наступна теорема описує всi сiм’ї многочленiв, якi є квазi-

мономiальними вiдносно групи масштабувань простору в термiнах породжу-

ючої функцiї.

Теоpема 3.2.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)}, визначена експоненцiй-

ною породжуючою функцiєю

𝐺 =
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
,

буде квазi-мономiальною вiдносно групи масштабувань простору тодi i

тiльки тодi, коли 𝐺 є функцiєю вiд трьох змiнних 𝑥𝑢, 𝑦𝑣 i 𝑧𝑤 :

𝐺 = 𝐺 (𝑥𝑢, 𝑦𝑣, 𝑧𝑤) . (3.2)

Доведення. =⇒ Необхiднiсть. Припустимо, що сiм’я многочленiв

{𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} задовольняє умову (3.1).

Спочатку доведемо, що у цьому випадку многочлени 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) для

всiх iндексiв 𝑚,𝑛, 𝑘 задовольняють таку систему диференцiальних рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
= 𝑚𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑦
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
= 𝑛𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑧
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧
= 𝑘 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).
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Справдi, продиференцiюємо тотожнiсть (3.1) по змiннiй 𝑠, матимемо:

𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧)

𝜕𝑥
= 𝑚𝑠𝑚−1𝑡𝑛𝑟𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Поклавши 𝑠 = 1, 𝑡 = 1, 𝑟 = 1, отримаємо

𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
= 𝑚𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Аналогiчно, послiдовними диференцiюванням по 𝑡 та по 𝑟 отримуються

друга та третя тотожностi.

Враховуючи першу доведену тотожнiсть, отримаємо

𝑥
𝜕𝐺

𝜕𝑥
=

∞∑︁
𝑚,𝑛,𝑘=0

(︂
𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥

)︂
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝑚𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
=

= 𝑢

∞∑︁
𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚−1

(𝑚− 1)!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
= 𝑢

𝜕𝐺

𝜕𝑢
.

Аналогiчно знаходимо, що мають мiсце рiвняння

𝑦
𝜕𝐺

𝜕𝑦
= 𝑣

𝜕𝐺

𝜕𝑣
,

𝑧
𝜕𝐺

𝜕𝑧
= 𝑤

𝜕𝐺

𝜕𝑤
.

Отже, породжуюча функцiя 𝐺 задовольняє таку систему диференцi-

альних рiвнянь: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥
𝜕𝐺

𝜕𝑥
= 𝑢

𝜕𝐺

𝜕𝑢
,

𝑦
𝜕𝐺

𝜕𝑦
= 𝑣

𝜕𝐺

𝜕𝑣
,

𝑧
𝜕𝐺

𝜕𝑧
= 𝑤

𝜕𝐺

𝜕𝑤
.

(3.3)
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Система з трьох диференцiальних рiвнянь, для функцiї вiд шести змiн-

них, не може мати бiльше трьох функцiонально незалежних розв’язкiв [27].

Однак, 𝑥𝑢, 𝑦𝑣 i 𝑧𝑤 є очевидно є функцiонально незалежними розв’язками.

Отже, 𝐺 повинна бути функцiєю лише вiд змiнних 𝑥𝑢, 𝑦𝑣 i 𝑧𝑤.

⇐= Достатнiсть. Тепер доведемо зворотну iмплiкацiю. Нехай

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤) = 𝐺(𝑥𝑢, 𝑦𝑣, 𝑧𝑤).

Доведемо, що 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) задовольняє умову (3.1):

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧) = 𝑡𝑚𝑠𝑛𝑟𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Зауважимо, що, оскiльки

𝐺(𝑠𝑥𝑢, 𝑡𝑦𝑣, 𝑟𝑧𝑤) = 𝐺(𝑥(𝑠𝑢), 𝑦(𝑡𝑣), 𝑧(𝑟𝑤)),

то функцiя 𝐺 задовольняє тотожнiсть

𝐺(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤) = 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑠𝑢, 𝑡𝑣, 𝑟𝑤).

Тепер, з одного боку ми маємо

𝐺(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑧) =
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
,

а з iншого боку:

𝐺(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑧) = 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑠𝑢, 𝑡𝑣, 𝑟𝑤) =

=
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
(𝑠𝑢)𝑚

𝑚!

(𝑡𝑣)𝑛

𝑛!

(𝑟𝑤)𝑘

𝑘!
.

Прирiвнюючи лiву i праву частини, отримуємо:
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
=

∞∑︁
𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
(𝑠𝑢)𝑚

𝑚!

(𝑡𝑣)𝑛

𝑛!

(𝑟𝑤)𝑘

𝑘!
.

Прирiвнявши коефiцiєнти бiля однакових степенiв 𝑢 i 𝑣, знаходимо, що

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧) = 𝑡𝑚𝑠𝑛𝑟𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

як i вимагалося.
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3.3. Квазi-мономи вiдносно групи рiвномiрних масштабувань

простору

Розглянемо частковий випадок групи рiвномiрних маштабувань про-

стору, тобто таких перетворень простору:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥′ = 𝑠𝑥,

𝑦′ = 𝑠𝑦,

𝑧′ = 𝑠𝑧,

де 𝑠 ∈ R.

Означення 3.3.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} називається квазi-

мономiальною вiдносно групи рiвномiрних масштабувань просто-

ру , якщо виконується тотожнiсть:

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑠𝑦, 𝑠𝑧) = 𝑠𝑚+𝑛+𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧). (3.4)

для всiх 𝑠 ∈ R та 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.

Наступна теорема дає повний опис таких многочленiв у термiнах поро-

джуючих функцiй.

Теоpема 3.3.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} визначена експоненцi-

альною породжуючою функцiєю

𝐺 =
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
,

буде квазi-мономiальною вiдносно групи рiвномiрних масштабувань просто-

ру тодi i тiльки тодi коли 𝐺 є функцiєю вiд змiнних
𝑦

𝑥
,
𝑧

𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥, 𝑤𝑥:

𝐺 = 𝐺
(︁𝑦
𝑥
,
𝑧

𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥, 𝑤𝑥

)︁
. (3.5)

Доведення. =⇒ Необхiднiсть. Диференцiюючи по 𝑠 тотожнiсть

𝐵𝑚,𝑛(𝑠𝑥, 𝑠𝑦, 𝑠𝑧) = 𝑠𝑚+𝑛+𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),
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i, поклавши 𝑠 = 1, отримуємо таке диференцiальне рiвняння

𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑦)

𝜕𝑦
+ 𝑧

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑦)

𝜕𝑧
=

= (𝑚+ 𝑛+ 𝑘)𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦.𝑧).

Тодi, аналогiчно, як при доведенннi Тереми 3.2.1, знаходимо, що поро-

джуюча функцiя 𝐺 задовольняє таке рiвняння

𝑥
𝜕𝐺

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝐺

𝜕𝑦
+ 𝑧

𝜕𝐺

𝜕𝑧
= 𝑢

𝜕𝐺

𝜕𝑢
+ 𝑣

𝜕𝐺

𝜕𝑣
+ 𝑤

𝜕𝐺

𝜕𝑤
.

Це рiвняння не може мати бiльше п’яти функцiонально незалежних

розв’язкiв, якi ми можемо вказати явно:
𝑦

𝑥
,
𝑧

𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥, 𝑤𝑥. Тому, породжуюча

функцiя є функцiєю вiд змiнних
𝑦

𝑥
,
𝑧

𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥, 𝑤𝑥.

⇐= Достатнiсть. Достатнiсть доводиться аналогiчно як в Tеоре-

мi 3.2.1.

3.4. Квазi-мономи вiдносно групи паралельних перенесень

простору

Трипараметрична група паралельних перенесень простору породжує-

ться паралельними перенесеннями такої форми:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥′ = 𝑥+ 𝑎,

𝑦′ = 𝑦 + 𝑏,

𝑧′ = 𝑧 + 𝑐,

де 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R.

Ця група дiє на функцiї операторами зсуву 𝑇𝑎,𝑏,𝑐 наступним чином:

𝑇𝑎,𝑏,𝑐(𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)) = 𝑓(𝑥+ 𝑎, 𝑦 + 𝑏, 𝑧 + 𝑐), 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R.
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Оскiльки

(𝑥+ 𝑎)𝑚(𝑦 + 𝑏)𝑛(𝑧 + 𝑐)𝑘 =
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑘∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑛

𝑗

)︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
𝑥𝑖𝑦𝑗𝑧𝑙𝑎𝑚−𝑖𝑏𝑛−𝑗𝑐𝑘−𝑙,

то ми приходимо до наступного означення.

Означення 3.4.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} називається квазi-

мономiальною вiдносно групи паралельних перенесень простору ,

якщо виконується наступна тотожнiсть:

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥+ 𝑎, 𝑦 + 𝑏, 𝑧 + 𝑐) =

=
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑘∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑛

𝑗

)︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
𝑎𝑚−𝑖𝑏𝑛−𝑗𝑐𝑘−𝑙𝐵𝑖,𝑗,𝑙(𝑥, 𝑦, 𝑧), (3.6)

для всiх 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R та 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.

Наступна теорема дає простий критерiй квазi-мономiальностi сiм’ї мно-

гочленiв у термiнах її експоненцiальної породжуючої функцiї.

Теоpема 3.4.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} є квазi-мономiальною

сiм’єю вiдносно групи паралельних перенесень простору тодi i тiльки тодi,

коли її експоненцiальна породжуюча функцiя має вигляд:

𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤, (3.7)

де 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤) – довiльний степеневий ряд за змiнними 𝑢, 𝑣, 𝑤.

Доведення. =⇒ Необхiднiсть. Спочатку диференцiюємо (3.6) по 𝑎 при 𝑎 = 0

та 𝑏 = 0, 𝑐 = 0. Отримуємо диференцiальне рiвняння на 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) :

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
= 𝑚𝐵𝑚−1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Аналогiчно, диференцiюючи (3.6) по 𝑏 та по 𝑐, отримуємо два iншi ди-

ференцiальнi рiвняння на 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) :

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
= 𝑛𝐵𝑚,𝑛−1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧
= 𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘−1(𝑥, 𝑦, 𝑧).
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Взявши до уваги першу тотожнiсть, отримаємо

𝜕𝐺

𝜕𝑥
=

∞∑︁
𝑚,𝑛,𝑘=0

(︂
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥

)︂
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝑚𝐵𝑚−1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
=

= 𝑢
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚−1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚−1

(𝑚− 1)!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
=

= 𝑢
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
= 𝑢𝐺.

Аналогiчно отримаємо, що

𝜕𝐺

𝜕𝑦
= 𝑣𝐺 i

𝜕𝐺

𝜕𝑧
= 𝑤𝐺.

Отже, 𝐺 задовольняє таку систему диференцiальних рiвнянь:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝐺

𝜕𝑥
= 𝑢𝐺,

𝜕𝐺

𝜕𝑦
= 𝑣𝐺,

𝜕𝐺

𝜕𝑧
= 𝑤𝐺.

(3.8)

Ця проста система диференцiальних рiвнянь першого порядку має та-

кий розв’язок

𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤,

де 𝐶 – довiльна функцiя вiд 𝑢, 𝑣, 𝑤. Оскiльки 𝐺 є степеневим рядом, то

𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤) також степеневий ряд за змiнними 𝑢, 𝑣, 𝑤.

⇐= Достатнiсть. Припустимо тепер, що породжуюча функцiя для

сiм’ї многочленiв 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) має вигляд

𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤.
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Для оператора зсуву маємо

𝑇𝑎,𝑏,𝑐(𝑥𝑢+ 𝑦𝑣 + 𝑧𝑤) = 𝑎𝑢+ 𝑣𝑏+ 𝑐𝑤 + 𝑢𝑥+ 𝑣𝑦 + 𝑧𝑤.

З одного боку,

𝑇𝑎,𝑏,𝑐(𝐺) = 𝑇𝑎,𝑏,𝑐

⎛⎝ ∞∑︁
𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!

⎞⎠ =

=
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝑇𝑎,𝑏,𝑐(𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
.

З iншого боку

𝑇𝑎,𝑏,𝑐 (𝐺) = 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑇𝑎,𝑏,𝑐

(︀
𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤

)︀
= 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑎𝑢+𝑣𝑏+𝑐𝑤+𝑢𝑥+𝑣𝑦+𝑧𝑤 =

= 𝑒𝑎𝑢+𝑣𝑏+𝑐𝑤𝐺 =

⎛⎝ ∞∑︁
𝑖,𝑗,𝑙=0

𝑎𝑖𝑏𝑗𝑐𝑙
𝑢𝑖

𝑖!

𝑣𝑗

𝑗!

𝑤𝑙

𝑙!

⎞⎠⎛⎝ ∞∑︁
𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!

⎞⎠ =

=
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

(︃
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑘∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑛

𝑗

)︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
𝑎𝑚−𝑖𝑏𝑛−𝑗𝑐𝑘−𝑙𝐵𝑖,𝑗,𝑙(𝑥, 𝑦, 𝑧)

)︃
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
.

Прирiвнюючи коефiцiєнти однакових степенiв 𝑢 та 𝑣, отримуємо, що

𝑇𝑎,𝑏,𝑐(𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)) =
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑘∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑛

𝑗

)︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
𝑎𝑚−𝑖𝑏𝑛−𝑗𝑐𝑘−𝑙𝐵𝑖,𝑗,𝑙(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Отже, многочлени 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) є квазi-мономами вiдносно групи па-

ралельних перенесень простору.

Зауважимо, що властивiсть квазi-мономiальностi може зникнути, якщо

многочлени нормалiзуються, тобто множаться на деякi константи. Нормалi-

зацiя часто використовується для обмеження допустимого дiапазону значень

многочленiв при обчисленнях. Наступна теорема встановлює, який тип нор-

малiзацiї зберiгає властивiсть бути квазi-мономом.
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Теоpема 3.4.2. Нехай {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} – квазi-мономiальна сiм’я вiдносно

групи паралельних перенесень простору. Сiм’я { ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)}, де

̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝛼 ∈ R,

буде квазi-мономiальною вiдносно групи паралельних перенесень простору

тодi i тiльки тодi, коли коефiцiєнт 𝛼𝑚,𝑛,𝑘 є функцiєю 𝜙 вiд однiєї змiнної

𝑚+ 𝑛+ 𝑘, яка задовольняє таке рекурентне спiввiдношення:

𝜙(𝑚+ 𝑛+ 𝑘) = 𝜙(𝑚+ 𝑛+ 𝑘 − 1),

де 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.

Доведення. =⇒ Необхiднiсть. Оскiльки виконується

𝜕 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
= 𝑚 ̃︀𝐵𝑚−1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝜕 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
= 𝑛 ̃︀𝐵𝑚,𝑛−1(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝜕 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧
= 𝑘 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘−1(𝑥, 𝑦, 𝑧),

то ми маємо

𝛼𝑚,𝑛,𝑘
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
= 𝑚𝛼𝑚−1,𝑛,𝑘𝐵𝑚−1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝛼𝑚,𝑛,𝑘
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
= 𝑛𝛼𝑚,𝑛−1,𝑘𝐵𝑚,𝑛−1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝛼𝑚,𝑛,𝑘
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧
= 𝑘𝛼𝑚,𝑛,𝑘−1𝐵𝑚,𝑛,𝑘−1(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Отримуємо наступну систему рекурентних рiвнянь для послiдовностi

𝛼𝑚,𝑛 : ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝛼𝑚−1,𝑛,𝑘 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘,

𝛼𝑚,𝑛−1,𝑘 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘,

𝛼𝑚,𝑛,𝑘−1 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘.
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Легко помiтити, що розв’язок системи має вигляд 𝛼𝑚,𝑛,𝑘 = 𝜙(𝑚+𝑛+𝑘),

де 𝜙 – довiльна функцiя. Справдi, розглянемо довiльний iндекс (𝑚,𝑛, 𝑘). Ми

можемо досягти iндексу (0, 0,𝑚 + 𝑛 + 𝑘) через послiдовнiсть перетворень,

як показано нижче. Спочатку зменшуємо 𝑚, збiльшуючи 𝑛, доки 𝑚 = 0:

𝛼0,𝑛+𝑚,𝑘 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘. Потiм зменшуємо 𝑛, збiльшуючи 𝑘, доки 𝑛 = 0:

𝛼0,0,𝑚+𝑛+𝑘 = 𝛼0,𝑛+𝑚,𝑘.

В результатi маємо:

𝛼𝑚,𝑛,𝑘 = 𝛼0,𝑛+𝑚,𝑘 = 𝛼0,0,𝑚+𝑛+𝑘.

Тепер можемо визначити функцiю 𝜙(𝑥) = 𝛼0,0,𝑥. Тодi

𝛼𝑚,𝑛,𝑘 = 𝜙(𝑚+ 𝑛+ 𝑘),

що показує, що будь-який розв’язок системи є функцiєю змiнної 𝑚+ 𝑛+ 𝑘.

Пiдставимо розв’язок 𝛼𝑚,𝑛,𝑘 = 𝜙(𝑚 + 𝑛 + 𝑘) у перше рiвняння i отри-

муємо необхiдне рекурентне спiввiдношення:

𝜙(𝑚+ 𝑛+ 𝑘) = 𝜙(𝑚+ 𝑛+ 𝑘 − 1).

⇐= Достатнiсть. Тепер доведемо обернену iмплiкацiю. Нехай

𝛼𝑚,𝑛,𝑘 = 𝜙(𝑚+ 𝑛+ 𝑘), i 𝜙(𝑚+ 𝑛+ 𝑘) = 𝜙(𝑚+ 𝑛+ 𝑘 − 1).

Tодi, очевидно, виконуються умови:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝛼𝑚−1,𝑛,𝑘 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘,

𝛼𝑚,𝑛−1,𝑘 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘,

𝛼𝑚,𝑛,𝑘−1 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘.

Звiдси
𝜕 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
= 𝛼𝑚,𝑛,𝑘

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
=
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= 𝑚𝛼𝑚−1,𝑛,𝑘𝐵𝑚−1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑚 ̃︀𝐵𝑚−1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Аналогiчно отримуємо

𝜕 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
= 𝑛 ̃︀𝐵𝑚,𝑛−1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) i

𝜕 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧
= 𝑘 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘−1(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Отже, породжуюча функцiя для сiм’ї многочленiв ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) задо-

вольняє умови Теореми 3.4.1 i сiм’я многочленiв ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) буде квазi-

мономiальною вiдносно групи паралельних перенесень простору.

3.5. Квазi-мономи вiдносно групи рiвномiрних паралельних

перенесень простору

Розглянемо частковий випадок рiвномiрних паралельних перенесень

простору 𝑇𝑎,𝑎,𝑎 = 𝑇𝑎 :

𝑇𝑎(𝑥) = 𝑥+ 𝑎, 𝑇𝑎(𝑦) = 𝑦 + 𝑎, 𝑇𝑎(𝑧) = 𝑧 + 𝑎,

де 𝑎 ∈ R.

Справедливе наступне твердження.

Означення 3.5.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} називається квазi-

момiальною вiдносно групи рiвномiрних паралельних перенесень

простору , якщо виконується наступна тотожнiсть

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥+ 𝑎, 𝑦 + 𝑎, 𝑧 + 𝑎) = (3.9)

=
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑘∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑛

𝑗

)︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
𝑎𝑚+𝑛+𝑘−𝑖−𝑗−𝑙𝐵𝑖,𝑗,𝑙(𝑥, 𝑦, 𝑧),

для всiх 𝑎 ∈ R та 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.

Наступна теорема дає простий критерiй квазi-мономiальностi сiм’ї мно-

гочленiв у термiнах її експоненцiальної породжуючої функцiї.
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Теоpема 3.5.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} буде квазi-мономiальною

вiдносно групи рiвномiрних паралельних перенесень тодi i тiльки тодi, коли

її експоненцiальна породжуюча функцiя має вигляд:

𝐶(𝑥− 𝑦, 𝑥− 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤, (3.10)

де 𝐶(𝑥− 𝑦, 𝑥− 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤) – довiльний степеневий ряд за змiнними 𝑥− 𝑦, 𝑥−

𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤.

Доведення. =⇒ Необхiднiсть. Умова квазi-мономiальностi (3.6) прийме ви-

гляд:

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥+ 𝑎, 𝑦 + 𝑎, 𝑧 + 𝑎)(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

=
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑘∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑛

𝑗

)︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
𝑎𝑚+𝑛+𝑘−𝑖−𝑗−𝑙𝐵𝑖,𝑗,𝑙(𝑥, 𝑦, 𝑧),

для всiх 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.

Диференцiюємо цю тотожнiсть по 𝑎 в 𝑎 = 0 та знаходимо:

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
+

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
+

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧
=

= 𝑚𝐵𝑚−1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑛𝐵𝑚,𝑛−1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘−1(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Аналогiчно отримаємо диференцiальне рiвняння на породжуючу фун-

кцiю:

𝜕𝐺

𝜕𝑥
+

𝜕𝐺

𝜕𝑦
+

𝜕𝐺

𝜕𝑥
= (𝑢+ 𝑣 + 𝑤)𝐺.

Можна показати, що розв’язок цього рiвняння має вигляд

𝐺 = 𝐶(𝑥− 𝑦, 𝑥− 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤.

⇐= Достатнiсть. Достатнiсть доводиться аналогiчно доведенню до-

статностi в Теоремi 3.4.1.
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Виникає природне питання – чи iснують сiм’ї многочленiв, якi є квазi-

мономiальними одночасно вiдносно групи масштабувань i вiдносно групи па-

ралельних перенесень? Породжуюча функцiя для таких многочленiв мала

би бути одночасним розв’язком систем диференцiальних рiвнянь (3.3) i (3.8).

Можна показати, що єдиним розв’язком цих систем рiвнянь, з точнiстю до

сталого множника, є функцiя 𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤. Але вона є експоненцiальною поро-

джуючою функцiєю стандартних мономiв 𝑥𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘 i ми не отримуємо нiяких

нових сiмей многочленiв.

У третьому роздiлi проведено теоретичне дослiдження квазi-

мономiальних сiмей многочленiв вiд трьох змiнних, якi є iнварiантними

вiдносно пiдгруп масштабувань та паралельних перенесень афiнної групи

простору Aff(3). Основними результатами роздiлу є наступнi положення.

Запропоновано теоретичне узагальнення поняття квазi-мономiальностi

на тривимiрний випадок. Визначено, що сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} є

квазi-мономiальною вiдносно пiдгрупи 𝐻 ⊂ Aff(3), якщо оператори групи у

двох рiзних базисах {𝑥𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘} та {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} мають однаковi матрицi. Це

створює пiдґрунтя для перенесення класичних методiв побудови iнварiантiв

на новi типи полiномiальних базисiв.

Встановлено необхiднi i достатнi умови квазi-мономiальностi вiдносно

групи масштабувань простору. Доведено, що експоненцiальна породжуюча

функцiя такої сiм’ї 𝐺 є функцiєю вiд трьох змiнних:

𝐺 = 𝐺(𝑥𝑢, 𝑦𝑣, 𝑧𝑤).

Показано, що такi многочлени для всiх iндексiв 𝑚,𝑛, 𝑘 задовольняють
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систему диференцiальних рiвнянь:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥,𝑦,𝑧)

𝜕𝑥 = 𝑚𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑦
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥,𝑦,𝑧)

𝜕𝑦 = 𝑛𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑧
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥,𝑦,𝑧)

𝜕𝑧 = 𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Для групи рiвномiрних масштабувань простору знайдено загальний

вигляд породжуючої функцiї, яка визначається п’ятьма функцiонально неза-

лежними розв’язками вiдповiдного рiвняння в частинних похiдних:

𝐺 = 𝐺
(︁𝑦
𝑥
,
𝑧

𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥, 𝑤𝑥

)︁
.

Це забезпечує виконання тотожностi:

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑠𝑦, 𝑠𝑧) = 𝑠𝑚+𝑛+𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

що є критично важливим для аналiзу об’єктiв при змiнi масштабу спостере-

ження.

Описано всi сiм’ї многочленiв, квазi-мономiальнi вiдносно гру-

пи паралельних перенесень простору. Доведено, що сiм’я многочленiв

{𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} належить до цього класу тодi i тiльки тодi, коли її експо-

ненцiальна породжуюча функцiя має вигляд:

𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤,

де 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤) — довiльний степеневий ряд. Такий вигляд гарантує збереження

форми бiномiального розкладу при дiї операторiв зсуву 𝑇𝛼,𝛽,𝛾.

Виявлено критерiй збереження властивостi квазi-мономiальностi при

нормалiзацiї многочленiв константами 𝛼𝑚,𝑛,𝑘. Встановлено, що для гру-

пи паралельних перенесень така нормалiзацiя зберiгає властивiсть квазi-

мономiальностi тодi i тiльки тодi, коли коефiцiєнт 𝛼𝑚,𝑛,𝑘 є функцiєю 𝜙 вiд

однiєї змiнної 𝑚+ 𝑛+ 𝑘, що задовольняє рекурентне спiввiдношення:

𝜙(𝑚+ 𝑛+ 𝑘) = 𝜙(𝑚+ 𝑛+ 𝑘 − 1).
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Це обґрунтовує можливiсть коректного масштабування значень много-

членiв без втрати їхнiх геометричних властивостей.

Дослiджено випадок рiвномiрних паралельних перенесень та встанов-

лено вигляд породжуючої функцiї:

𝐺 = 𝐶(𝑥− 𝑦, 𝑥− 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤.

Доведено, що єдиним розв’язком, який одночасно задовольняє умови

квазi-мономiальностi для груп масштабування та паралельного перенесення,

є стандартна експоненцiальна функцiя мономiв, що вказує на фундаменталь-

ну вiдмiннiсть мiж цими класами трансформацiй.

Результати роздiлу мають важливе прикладне значення для побудови

ознак у задачах розпiзнавання та класифiкацiї 3D-зображень, оскiльки до-

зволяють формувати моментнi iнварiанти, що залишаються незмiнними при

геометричних перетвореннях простору.

Результати роздiлу опублiковано у працях [1, 40].
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РОЗДIЛ 4. 𝑆𝑂(3)-КВАЗI-МОНОМIАЛЬНI СIМ’Ї

4.1. Аналiз 𝑆𝑂(3)-iнварiантностi та застосування бiортого-

нальних многочленiв Аппеля

Останнiм часом квазi-мономи знайшли широке застосування в аналiзi

3D зображень. Як було вставнолено в попереднiх роздiлах ця важлива вла-

стивiсть квазi-мономiальностi многочленiв Ермiта дозволила ефективно об-

числити 𝑆𝑂(2)-моментнi iнварiанти зображення. Детальну iнформацiю про

моментнi iнварiанти зображення можна знайти в [5, 19].

У статтi [6] цi iдеї були розвиненi, i отримано повний опис усiх сiмей

многочленiв, якi є квазi-мономiальними вiдносно групи обертання площини

𝑆𝑂(2). Також у цiй статтi було доведено, що бiортогональнi многочлени Ап-

пеля вiд двох змiнних є квазi-мономами вiдносно 𝑆𝑂(2), i знайдено реку-

рентнi спiввiдношення для цих многочленiв. Знаходження рекурентних спiв-

вiдношень для квазi-мономiв є дуже важливим, тому що пiд час чисельного

обчислення многочленiв Аппеля за допомогою явних формул ми можемо зi-

ткнутися з втратою точностi через переповнення чи недоповнення числа з

плаваючою комою. Використання рекурентних спiввiдношень дозволяє про-

водити ефективнi та стабiльнi обчислення, що має вирiшальне значення для

програм.

У роботi [41] отримано опис квазi-мономiв для випадку, коли група 𝐻

породжена масштабуваннями, обертаннями та паралельними перенесеннями

площини. У статтi [21] бiортогональнi многочлени Аппеля трьох змiнних були

використанi для розпiзнавання 3D-об’єктiв.

У цьому роздiлi пропонуємо вичерпний опис, подiбний до 2D випадку,

сiм’ї многочленiв, яка є квазi-мономiальною вiдносно групи обертань просто-



109

ру 𝑆𝑂(3). Доведено, що сiм’я многочленiв буде квазi-мономiальною тодi i

тiльки тодi, коли експоненцiальна породжуюча функцiя цiєї сiм’ї є функцiєю

трьох змiнних 𝑢𝑥 + 𝑣𝑦 + 𝑤𝑧, 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, 𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2. Крiм того, встанов-

лено умови, за яких нормалiзацiя квазi-мономiв зберiгає квазi-мономiальну

властивiсть. У цьому розiдiлi буде доведено, що бiортогональнi многочлени

Аппеля вiд трьох змiнних є квазi-мономами 𝑆𝑂(3) та наведено для них ре-

курентнi спiввiдношення.

4.2. 𝑆𝑂(3)-квазi-мономи

Група обертань простору 𝑆𝑂(3) (спецiальна ортогональна група) — це

група всiх обертань навколо початку координат тривимiрного евклiдового

простору. Це трипараметрична група з наступною матричною реалiзацiєю:

𝑇𝛼 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
cos𝛼 − sin𝛼 0

sin𝛼 cos𝛼 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑇𝛽 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
cos 𝛽 0 sin 𝛽

0 1 0

− sin 𝛽 0 cos 𝛽

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

𝑇𝛾 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0

0 cos 𝛾 − sin 𝛾

0 sin 𝛾 cos 𝛾

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

де параметри 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ [0, 2𝜋] є кутами Ейлера.

Поворот 𝑇𝛼,𝛽,𝛾 = 𝑇𝛼𝑇𝛽𝑇𝛾 вiдображає точку (𝑥, 𝑦, 𝑧) у нову точку

(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) наступним чином:
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𝑥′ = (cos𝛼 cos 𝛾 − sin𝛼 cos 𝛽 sin 𝛾)𝑥+

+(− cos𝛼 sin 𝛾 − sin𝛼 cos 𝛽 cos 𝛾)𝑦 + sin𝛼 sin 𝛽𝑧,

𝑦′ = (sin𝛼 cos 𝛾 + cos𝛼 cos 𝛽 sin 𝛾)𝑥+

+(cos𝛼 cos 𝛽 cos 𝛾 − sin𝛼 sin 𝛾) 𝑦 − cos𝛼 sin 𝛽 𝑧,

𝑧′ = sin 𝛽 sin 𝛾 𝑥+ sin 𝛽 cos 𝛾 𝑦 + cos 𝛽 𝑧.

З ортогональностi групи випливає, що перетворення групи зберiгають

довжини векторiв, тобто, справджується наступна тотожнiсть:

(𝑥′)2 + (𝑦′)2 + (𝑥′)2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2.

Одночлени 𝑥𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘 перетворюються при обертаннi як

𝑇𝛼,𝛽,𝛾(𝑥
𝑚 · 𝑦𝑛 · 𝑧𝑘) =∑︁

𝑚1+𝑚2+𝑚3=𝑚
𝑛1+𝑛2+𝑛3=𝑛
𝑘1+𝑘2+𝑘3=𝑘

𝐶(𝛼, 𝛽, 𝛾,𝑚1, . . . , 𝑘3)𝑥
𝑚1+𝑛1+𝑘1𝑦𝑚2+𝑛2+𝑘2𝑧𝑚3+𝑛3+𝑘3,

де 𝐶(𝛼, 𝛽, 𝛾,𝑚1, . . . , 𝑘3) – деякий вираз.

Нас цiкавлять многочлени, якi перетворюються при обертаннi 𝑇𝛼,𝛽,𝛾 так

само, як перетворюються мономи 𝑥𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘. Це приводить нас до наступного

означення.

Означення 4.2.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} називається квазi-

мономiальною вiдносно групи обертань простору 𝑆𝑂(3), якщо вико-

нується тотожнiсть:

𝑇𝛼,𝛽,𝛾(𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)) = (4.1)

=
∑︁

𝑚1+𝑚2+𝑚3=𝑚
𝑛1+𝑛2+𝑛3=𝑛
𝑘1+𝑘2+𝑘3=𝑘

𝐶(𝛼, 𝛽, 𝛾,𝑚1, . . . , 𝑘3)𝐵𝑚1+𝑛1+𝑘1,𝑚2+𝑛2+𝑘2,𝑚3+𝑛3+𝑘3,

для всiх 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.
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Зауважимо, що коефiцiєнти 𝐶(𝛼, 𝛽, 𝛾,𝑚1, . . . , 𝑘3) такi самi, як i коефi-

цiєнти у виразi для 𝑇𝛼,𝛽,𝛾(𝑥
𝑚 · 𝑦𝑛 · 𝑧𝑘).

Наступна теорема представляє простий критерiй квазi-мономiальностi

сiм’ї многочленiв через експоненцiальну породжуючу функцiю.

Теоpема 4.2.1. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)}, визначена експоненцi-

альною породжуючою функцiєю

𝐺 = 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤) =
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
,

є квазi-мономiальною вiдносно групи обертань 𝑆𝑂(3) тодi i тiльки тодi,

коли 𝐺 є функцiєю трьох змiнних 𝑢𝑥+ 𝑣𝑦 +𝑤𝑧, 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 i 𝑢2 + 𝑣2 +𝑤2 :

𝐺 = 𝐺(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦 + 𝑤𝑧, 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, 𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2). (4.2)

Доведення. =⇒ Необхiднiсть. Спочатку доведемо пряму iмплiкацiю. Почне-

мо з формулювання допомiжної леми.

Лема 4.2.1. Нехай {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} є квазi-мономiальною сiм’єю. Тодi вико-

нуються такi тотожностi:

𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
− 𝑦

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
=

= 𝑛𝐵𝑚+1,𝑛−1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)−𝑚𝐵𝑚−1,𝑛+1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧
− 𝑧

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
=

= 𝑘𝐵𝑚+1,𝑛,𝑘−1(𝑥, 𝑦, 𝑧)−𝑚𝐵𝑚−1,𝑛,𝑘+1(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑦
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧
− 𝑧

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
=

= 𝑘𝐵𝑚,𝑛+1,𝑘−1(𝑥, 𝑦, 𝑧)− 𝑛𝐵𝑚,𝑛−1,𝑘+1(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Доведення. Оскiльки будь-яке обертання 𝑇𝛼,𝛽,𝛾 є добутком 𝑇𝛼,𝛽,𝛾 = 𝑇𝛼𝑇𝛽𝑇𝛾,

то квазi-мономи задовольняють таку тотожнiсть:

𝑇𝛼(𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)) = 𝑇𝛼,𝛽,𝛾(𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧))|𝛽=𝛾=0 =
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=
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑛∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗
(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑛

𝑗

)︂
(cos𝛼)𝑚−𝑖+𝑗(sin𝛼)𝑛−𝑗+𝑖𝐵𝑚+𝑛−𝑖−𝑗,𝑖+𝑗,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Пiсля диференцiювання рiвностi вiдносно 𝛼 при 𝛼 = 0 знаходимо, що

мноночлен 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) задовольняє таке диференцiальне рiвняння:

𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
− 𝑦

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
=

= 𝑛𝐵𝑚+1,𝑛−1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)−𝑚𝐵𝑚−1,𝑛+1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Подiбним чином отримуємо решту рiвнянь.

Продовження доведення теореми. Використаємо лему 4.2.1 для дослi-

дження похiдних породжуючої функцiї 𝐺. Це означає (подiбно до випадку

2D), що 𝐺 задовольняє систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь з частин-

ними похiдними: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥
𝜕𝐺

𝜕𝑦
− 𝑦

𝜕𝐺

𝜕𝑥
= 𝑣

𝜕𝐺

𝜕𝑢
− 𝑢

𝜕𝐺

𝜕𝑣
,

𝑥
𝜕𝐺

𝜕𝑧
− 𝑧

𝜕𝐺

𝜕𝑥
= 𝑤

𝜕𝐺

𝜕𝑢
− 𝑢

𝜕𝐺

𝜕𝑤
,

𝑦
𝜕𝐺

𝜕𝑧
− 𝑧

𝜕𝐺

𝜕𝑦
= 𝑤

𝜕𝐺

𝜕𝑣
− 𝑣

𝜕𝐺

𝜕𝑤
.

Застосовуючи лему 4.2.1 для першого рiвняння, отримуємо:

𝑥
𝜕𝐺

𝜕𝑦
− 𝑦

𝜕𝐺

𝜕𝑥
=

∞∑︁
𝑚,𝑛,𝑘=0

(︂
𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
− 𝑦

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥

)︂
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

(𝑛𝐵𝑚+1,𝑛−1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)−𝑚𝐵𝑚−1,𝑛+1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
=

= 𝑣
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

(𝐵𝑚+1,𝑛−1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧))
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛−1

(𝑛− 1)!

𝑤𝑘

𝑘!
−

−𝑢
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

(𝐵𝑚−1,𝑛+1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧))
𝑢𝑚−1

(𝑚− 1)!
!
𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
=

= 𝑣
𝜕𝐺

𝜕𝑢
− 𝑢

𝜕𝐺

𝜕𝑣
.
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Отже, породжуюча функцiя 𝐺 задовольнє таке диференцiальне рiвня-

ння в частинних похiдних

𝑥
𝜕𝐺

𝜕𝑦
− 𝑦

𝜕𝐺

𝜕𝑥
= 𝑣

𝜕𝐺

𝜕𝑢
− 𝑢

𝜕𝐺

𝜕𝑣
.

Два iнших рiвняння отримуються аналогiчно.

Система трьох диференцiальних рiвнянь, яка мiстить функцiю шести

змiнних, не може мати бiльше трьох функцiонально незалежних розв’язкiв

[27]. Але ми можемо вказати вiдразу на три таких розв’язки:

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, 𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2, 𝑥𝑢+ 𝑦𝑣 + 𝑧𝑤.

Отже, 𝐺 є функцiєю 𝑥2+ 𝑦2+ 𝑧2, 𝑢2+ 𝑣2+𝑤2, 𝑥𝑢+ 𝑦𝑣+ 𝑧𝑤, що мало

бути доведено.

⇐= Достатнiсть. Припустимо тепер, що

𝐺 = 𝐺(𝑥𝑢+ 𝑦𝑣 + 𝑧𝑤, 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, 𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2).

Тодi має мiсце така тотожнiсть:

𝑇𝛼,𝛽,𝛾(𝐺(𝑥𝑢+ 𝑦𝑣 + 𝑧𝑤, 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, 𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2)) =

= 𝐺(𝑥𝑢̄+ 𝑦𝑣 + 𝑧𝑤̄, 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, 𝑢̄2 + 𝑣2 + 𝑤̄2),

де ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢̄ = (cos𝛼 cos 𝛾 − sin𝛼 cos 𝛽 sin 𝛾)𝑢+

+(sin𝛼 cos 𝛾 + cos𝛼 cos 𝛽 sin 𝛾)𝑣 + sin 𝛽 sin 𝛾𝑤,

𝑣 = (− cos𝛼 sin 𝛾 − sin𝛼 cos 𝛽 cos 𝛾)𝑢+

+(cos𝛼 cos 𝛽 cos 𝛾 − sin𝛼 sin 𝛾) 𝑣 + sin 𝛽 cos 𝛾𝑤,

𝑤̄ = sin𝛼 sin 𝛽𝑢− cos𝛼 sin 𝛽𝑣 + cos 𝛽𝑤.
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Прямим розрахунком отримуємо:

𝑇𝛼,𝛽,𝛾(𝑥𝑢+ 𝑦𝑣 + 𝑧𝑤) = ((cos𝛼 cos 𝛾 − sin𝛼 cos 𝛽 sin 𝛾)𝑥+

+(− cos𝛼 sin 𝛾 − sin𝛼 cos 𝛽 cos 𝛾)𝑦 + sin𝛼 sin 𝛽𝑧)𝑢+

+((sin𝛼 cos 𝛾 + cos𝛼 cos 𝛽 sin 𝛾)𝑥+ (− sin𝛼 sin 𝛾 + cos𝛼 cos 𝛽 cos 𝛾)𝑦−

− cos𝛼 sin 𝛽𝑧)𝑣 + (sin 𝛽 sin 𝛾𝑥+ sin 𝛽 cos 𝛾𝑦 + cos 𝛽𝑧)𝑤 = 𝑥𝑢̄+ 𝑦𝑣 + 𝑧𝑤̄.

Зауважимо, що

(𝑢̄, 𝑣, 𝑤̄) = 𝑇−𝛼,−𝛽,−𝛾(𝑢, 𝑣, 𝑤).

Крiм того, ортогональнiсть 𝑆𝑂(3) передбачає, що

𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2 = 𝑢̄2 + 𝑣2 + 𝑤̄2.

Тепер з одного боку маємо (ми вiдкинули аргументи (𝑥, 𝑦, 𝑧) для ско-

рочення позначень)

𝑇𝛼,𝛽,𝛾(𝐺(𝑥𝑢+ 𝑦𝑣 + 𝑧𝑤, 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, 𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2)) =

=
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝑇𝛼,𝛽,𝛾(𝐵𝑚,𝑛,𝑘)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
,

а з iншого боку отримуємо

𝑇𝛼,𝛽,𝛾(𝐺) = 𝑇𝛼,𝛽,𝛾(𝐺(𝑥𝑢̄+ 𝑦𝑣 + 𝑧𝑤̄, 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, 𝑢̄2 + 𝑣2 + 𝑤̄2)) =

=
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘
𝑢̄𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤̄𝑘

𝑘!
.

Таким чином

∞∑︁
𝑚,𝑛,𝑘=0

𝑇𝛼,𝛽,𝛾(𝐵𝑚,𝑛,𝑘)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
=

∞∑︁
𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘
𝑢̄𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤̄𝑘

𝑘!
.
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Потрiбно знайти вираз для 𝑇𝛼,𝛽,𝛾(𝐵𝑚,𝑛,𝑘). Можна було б розкрити вира-

зи для 𝑢̄𝑚𝑣𝑛𝑤̄𝑘, виразити результат через 𝑢𝑚𝑣𝑛𝑤𝑘, а потiм прирiвняти вiдпо-

вiднi коефiцiєнти. Однак, проведемо доведення iншим шляхом. Перепишемо

цю тотожнiсть для часткового випадку многочленiв 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘.

Це можна зробити, оскiльки в цьому випадку породжуюча функцiя має не-

обхiдну форму:

𝐺 = 𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤.

Маємо

∞∑︁
𝑚,𝑛,𝑘=0

𝑇𝛼,𝛽,𝛾(𝑥
𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘)

𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
=

∞∑︁
𝑚,𝑛,𝑘=0

𝑥𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘
𝑢̄𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤̄𝑘

𝑘!
.

Оскiльки, за означенням

𝑇𝛼,𝛽,𝛾(𝑥
𝑚 · 𝑦𝑛 · 𝑧𝑘) =

=
∑︁

𝑚1+𝑚2+𝑚3=𝑚
𝑛1+𝑛2+𝑛3=𝑛
𝑘1+𝑘2+𝑘3=𝑘

𝐶(𝛼, 𝛽, 𝛾,𝑚1, . . . , 𝑘3)𝑥
𝑚1+𝑛1+𝑘1𝑦𝑚2+𝑛2+𝑘2𝑧𝑚3+𝑛3+𝑘3.

Тодi, розкриваючи дужки та повертаючись до змiнних 𝑢, 𝑣, 𝑤, отриму-

ємо:
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝑥𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘
𝑢̄𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤̄𝑘

𝑘!
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

⎛⎜⎜⎜⎝ ∑︁
𝑚1+𝑚2+𝑚3=𝑚
𝑛1+𝑛2+𝑛3=𝑛
𝑘1+𝑘2+𝑘3=𝑘

𝐶(𝛼, 𝛽, 𝛾,𝑚1, . . . , 𝑘3)𝑥
𝑚1+𝑛1+𝑘1𝑦𝑚2+𝑛2+𝑘2𝑧𝑚3+𝑛3+𝑘3

⎞⎟⎟⎟⎠×

𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
.

З iншого боку, розкриваючи дужки та повертаючись до змiнних 𝑢, 𝑣, 𝑤

у виразi:
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘
𝑢̄𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤̄𝑘

𝑘!
.
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Oскiльки 𝑢̄, 𝑣, 𝑤̄ не залежать вiд 𝑥, 𝑦, 𝑧, то маємо отримати вираз такого

ж вигляду:

∞∑︁
𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘
𝑢̄𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤̄𝑘

𝑘!
=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

⎛⎜⎜⎜⎝ ∑︁
𝑚1+𝑚2+𝑚3=𝑚
𝑛1+𝑛2+𝑛3=𝑛
𝑘1+𝑘2+𝑘3=𝑘

𝐶(𝛼, 𝛽, 𝛾,𝑚1, . . . , 𝑘3)𝐵𝑚1+𝑛1+𝑘1,𝑚2+𝑛2+𝑘2,𝑚3+𝑛3+𝑘3

⎞⎟⎟⎟⎠×

×𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
.

Порiвнюючи коефiцiєнти степенiв 𝑢, 𝑣, 𝑤 у цих виразах, можна отрима-

ти вираз для 𝑇𝛼,𝛽,𝛾(𝐵𝑚,𝑛,𝑘):

𝑇𝛼,𝛽,𝛾(𝐵𝑚,𝑛,𝑘) =
∑︁

𝑚1+𝑚2+𝑚3=𝑚
𝑛1+𝑛2+𝑛3=𝑛
𝑘1+𝑘2+𝑘3=𝑘

𝐶(𝛼, 𝛽, 𝛾,𝑚1, . . . , 𝑘3)𝐵𝑚1+𝑛1+𝑘1,𝑚2+𝑛2+𝑘2,𝑚3+𝑛3+𝑘3.

Таким чином, елементи групи 𝑆𝑂(3) дiють на 𝐵𝑚,𝑛,𝑘 так само, як i

на мономи 𝑥𝑚𝑦𝑛𝑧𝑘. Отже, сiм’я {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} є квазi-мономiальною, що i

потрiбно було довести.

Розглянемо наступний приклад.

Приклад 4.2.1. Сiм’я 𝐻𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐻𝑚(𝑥)𝐻𝑛(𝑦)𝐻𝑘(𝑧), де 𝐻𝑛(𝑥) — мно-

гочлени Ермiта, є квазi-мономiальною.

Дiйсно, оскiльки експоненцiальнi породжуючi функцiї многочленiв Ер-

мiта вiд 𝑥, 𝑦, та 𝑧 мають вигляд

𝑒2𝑥𝑢−𝑢2

=
∞∑︁

𝑚=0

𝐻𝑚(𝑥)
𝑢𝑚

𝑚!
, 𝑒2𝑦𝑣−𝑣2 =

∞∑︁
𝑛=0

𝐻𝑛(𝑦)
𝑣𝑛

𝑛!
, 𝑒2𝑧𝑤−𝑤2

=
∞∑︁
𝑘=0

𝐻𝑘(𝑧)
𝑤𝑘

𝑘!
,

то експоненцiальна породжуюча функцiя для 𝐻𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) має форму:

𝑒2𝑥𝑢−𝑢2

𝑒2𝑦𝑣−𝑣2𝑒2𝑧𝑤−𝑤2

= 𝑒2(𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤)−(𝑢2+𝑣2+𝑤2).
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А тодi, згiдно з теоремою 4.2.1, сiм’я 𝐻𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) є квазi-

мономiальною.

Властивiсть квазi-мономiальностi потенцiйно може зникнути, якщо

многочлени нормалiзувати, що є звичайною практикою для пiдтримки дi-

апазону значень у розумних межах.

У статтi [6] авторами було дослiджено, який тип масштабування зберi-

гає властивiсть квазi-мономiальностi вiдносно групи обретань 𝑆𝑂(2). Зокре-

ма, авторами доведено, що, якщо сiм’я {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} є квазi-мономiальною, то

сiм’я многочленiв { ̃︀𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} така, що

̃︀𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝛼𝑚,𝑛𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦), 𝛼 ∈ R,

буде квазi-мономiальною тодi i тiльки тодi, коли коефiцiєнт 𝛼𝑚,𝑛 є довiльною

функцiєю однiєї змiнної 𝑚+ 𝑛, для всiх 𝑚,𝑛 ∈ N.

Розширючи думку авторiв, встановлюємо умови, за яких нормалiзацiя

многочленiв вiдносно групи обретань простору 𝑆𝑂(3) зберiгає властивiсть

квазi-мономiальностi. Наступна теорема дослiджує тип нормалiзацiї, який

пiдтримує властивiсть квазi-мономiальностi.

Теоpема 4.2.2. Припустимо, що сiм’я {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} є квазi-

мономiальною. Сiм’я многочленiв { ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} така, що

̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝛼 ∈ R,

буде квазi-мономiальною тодi i тiльки тодi, коли коефiцiєнт 𝛼𝑚,𝑛,𝑘 є до-

вiльною функцiєю однiєї змiнної 𝑚+ 𝑛+ 𝑘 :

𝛼𝑚,𝑛,𝑘 = 𝜙(𝑚+ 𝑛+ 𝑘),

для всiх 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.

Доведення. =⇒ Необхiднiсть. Якщо ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) є квазi-мономiальною, то

вона задовольняє тотожностi Леми 4.2.1.
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Отримуємо:

𝑥
𝜕 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
− 𝑦

𝜕 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
=

= 𝑛 ̃︀𝐵𝑚+1,𝑛−1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)−𝑚 ̃︀𝐵𝑚−1,𝑛+1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Тодi

𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
− 𝑦

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
=

= 𝑛
𝛼𝑚+1,𝑛−1,𝑘

𝛼𝑚,𝑛,𝑘
𝐵𝑚+1,𝑛−1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)−𝑚

𝛼𝑚−1,𝑛+1,𝑘

𝛼𝑚,𝑛,𝑘
𝐵𝑚−1,𝑛+1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

З цього можемо зробити висновок, що

𝛼𝑚+1,𝑛−1,𝑘

𝛼𝑚,𝑛,𝑘
= 1 та

𝛼𝑚−1,𝑛+1,𝑘

𝛼𝑚,𝑛,𝑘
= 1.

Виконавши це для кожної тотожностi, отримаємо систему рекурентних

рiвнянь: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼𝑚+1,𝑛−1,𝑘 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘,

𝛼𝑚−1,𝑛+1,𝑘 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘,

𝛼𝑚+1,𝑛,𝑘−1 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘,

𝛼𝑚−1,𝑛,𝑘+1 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘,

𝛼𝑚,𝑛−1,𝑘+1 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘,

𝛼𝑚,𝑛+1,𝑘−1 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘.

Легко бачити, що розв’язком системи є 𝛼𝑚,𝑛,𝑘 = 𝜙(𝑚 + 𝑛 + 𝑘), де 𝜙 —

довiльна функцiя. Справдi, розглянемо довiльний iндекс (𝑚,𝑛, 𝑘). Можемо

отримати iндекс (0, 0,𝑚+𝑛+𝑘) через низку перетворень, як показано нижче.

Спочатку зменшуючи 𝑚 та одночасно збiльшуючи 𝑛 до 𝑚 = 0 :

𝛼0,𝑛+𝑚,𝑘 = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘.
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Потiм зменшуючи 𝑛, збiльшуючи 𝑘 до 𝑛 = 0 :

𝛼0,0,𝑚+𝑛+𝑘 = 𝛼0,𝑛+𝑚,𝑘.

В результатi маємо:

𝛼𝑚,𝑛,𝑘 = 𝛼0,𝑛+𝑚,𝑘 = 𝛼0,0,𝑚+𝑛+𝑘.

Тепер можемо визначити функцiю 𝜙(𝑥) = 𝛼0,0,𝑥. Тодi

𝛼𝑚,𝑛,𝑘 = 𝜙(𝑚+ 𝑛+ 𝑘),

показуючи, що будь-який розв’язок системи є функцiєю змiнної 𝑚+ 𝑛+ 𝑘.

⇐= Достатнiсть. Доведемо зворотню iмплiкацiю. Припустимо тепер,

що 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) є квазi-мономiальною, а коефiцiєнт 𝛼𝑚,𝑛,𝑘 є довiльною фун-

кцiєю 𝜙 однiєї змiнної 𝑚+ 𝑛+ 𝑘, тобто 𝛼𝑚,𝑛,𝑘 = 𝜙(𝑛+𝑚+ 𝑘).

Треба довести, що сiм’я

̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜙(𝑚+ 𝑛+ 𝑘)𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

є квазi-мономiальною. Для цього спершу перевiримо, що ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) за-

довольняє тотожнiсть наведеної вище леми 4.2.1. Беручи до уваги квазi-

мономiальнiсть 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧), маємо

𝑥
𝜕 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
−𝑦

𝜕 ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
=

= 𝜙(𝑚+𝑛+𝑘)

(︂
𝑥
𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
−𝑦

𝜕𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥

)︂
=

= 𝜙(𝑚+ 𝑛+ 𝑘) (𝑛𝐵𝑚+1,𝑛−1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)−𝑚𝐵𝑚−1,𝑛+1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)) =

= 𝑛𝜙((𝑚+1)+(𝑛−1) + 𝑘)𝐵𝑚+1,𝑛−1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)−

−𝑚𝜙((𝑚−1) + (𝑛+1) + 𝑘)𝐵𝑚−1,𝑛+1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

= 𝑛 ̃︀𝐵𝑚+1,𝑛−1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)−𝑚 ̃︀𝐵𝑚−1,𝑛+1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Так само можемо перевiрити двi iншi тотожностi. З теореми 4.2.1 тепер

випливає, що сiм’я ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) є квазi-мономiальною сiм’єю.
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У наступних пунктах буде розглянуто два приклади квазi-

мономiальних сiмей многочленiв – многочленiв Аппеля.

4.3. Многочлени Аппеля вiд трьох змiнних

Розглянемо двi сiм’ї многочленiв {𝑉 (𝑠)
𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} i {𝑈 (𝑠)

𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)}, ви-

значенi експоненцiальними породжуючими функцiями:

1

(1− 2(𝑥𝑢+ 𝑦𝑣 + 𝑧𝑤) + 𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2)
2+𝑠
2

=
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝑉
(𝑠)
𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
,

1

((1− (𝑢𝑥+ 𝑣𝑦 + 𝑤𝑧))2−(𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2)(𝑥2+𝑦2+𝑧2−1))
𝑠
2

=

=
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝑈
(𝑠)
𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
.

Цi многочлени називаються многочленами Аппеля типу 𝑉 та 𝑈.

Вперше цi многочлени з’явилися у роботах Ермiта, Дiдона, Аппеля та

Кампе де Ферiє [4, 15,18,23,28].

Як безпосередньо випливає з Теореми 4.2.1, цi сiм’ї многочленiв Аппеля

є квазi-мономiальними. Явнi формули (з точнiстю до постiйного множника

𝑚!𝑛!𝑘!) для многочленiв наведено в [17, с.42, с.45].

Пiсля спрощення отримуємо вирази:

𝑉
(𝑠)
𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

=

[𝑚2 ]∑︁
𝑖=0

[𝑛2 ]∑︁
𝑗=0

[𝑘2 ]∑︁
𝑡=0

(︂
𝑚

𝑖

)︂(︂
𝑛

𝑗

)︂(︂
𝑘

𝑡

)︂
(1 + 𝑠

2)𝑚+𝑛+𝑘−𝑖−𝑗−𝑡(𝑖−𝑚)𝑖(𝑗−𝑛)𝑗(𝑡−𝑘)𝑡

22(𝑖+𝑗+𝑡)−(𝑚+𝑛+𝑘)
×

×𝑥𝑚−2𝑖𝑦𝑛−2𝑗𝑧𝑘−2𝑡,

𝑈
(𝑠)
𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
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=(2𝑠−1)𝑚+𝑛+𝑘

[𝑚2 ]∑︁
𝑖=0

[𝑛2 ]∑︁
𝑗=0

[𝑘2 ]∑︁
𝑡=0

(−1)𝑖+𝑗+𝑡(−𝑚)2𝑖(−𝑛)2𝑗(−𝑘)2𝑡
22(𝑖+𝑗+𝑡)𝑖!𝑗!𝑡!(𝑠)𝑖+𝑗+𝑡

×

×𝑥𝑚−2𝑖𝑦𝑛−2𝑗𝑧𝑘−2𝑡(1−𝑥2−𝑦2−𝑧2)𝑖+𝑗+𝑡.

Тут (𝑥)𝑛 — символ Похгаммера:

(𝑥)𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩1, 𝑛 = 0,

𝑥(𝑥+ 1)(𝑥+ 2) · · · (𝑥+ 𝑛− 1), 𝑛 > 0.

Нижче наведено деякi першi такi многочлени для випадку 𝑠 = 1:

𝑉0,0,0 = 1, 𝑉1,0,0 = 3𝑥, 𝑉0,1,0 = 3𝑦, 𝑉0,0,1 = 3𝑧,

𝑉2,0,0 = 15𝑥2−3, 𝑉0,2,0 = 15 𝑦2−3,

𝑉1,1,0 = 15𝑥𝑦, 𝑉1,0,1 = 15𝑥𝑧, 𝑉0,1,1 = 15𝑦𝑧,

𝑉3,0,0 = 105𝑥3 − 45𝑥, 𝑉2,1,0 = 105𝑥2𝑦 − 15 𝑦.

𝑈0,0,0 = 1, 𝑈1,0,0 = 𝑥, 𝑈0,1,0 = 𝑦, 𝑈0,0,1 = 𝑧,

𝑈2,0,0 = 3𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 1, 𝑈0,0,2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 3𝑧2 − 1,

𝑈1,1,0 = 2𝑥𝑦, 𝑈1,0,1 = 2𝑥𝑧, 𝑈0,1,1 = 2𝑦𝑧,

𝑈3,0,0 = 15𝑥3 + 9𝑥𝑦2 + 9𝑥𝑧2 − 9𝑥, 𝑈2,1,0 = 9𝑥2𝑦 + 3 𝑦3 + 3 𝑦𝑧2 − 3 𝑦.

Многочлени Аппеля є бiортогональними на сферi 𝐵3 з ваговою функцi-

єю

𝑤𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1− (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2))
𝑠−1
2 .

Зокрема, для 𝑠 = 1, використовуючи результат [15, p.262], отримуємо:∫︁∫︁∫︁
𝑥2+𝑦2+𝑧2≤1

𝑉𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑈𝑚′,𝑛′,𝑘′(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =
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=
4𝜋(𝑚+ 𝑛+ 𝑘)!𝑚!𝑛!𝑘!

2(𝑚+ 𝑛+ 𝑘) + 3
𝛿𝑚,𝑚′𝛿𝑛,𝑛′𝛿𝑘,𝑘′.

Пiд час чисельного обчислення многочленiв Аппеля за допомогою яв-

них формул можемо зiткнутися з втратою точностi через переповнення чи

недоповнення числа з плаваючою комою. Для многочленiв Аппеля цi реку-

рентнi спiввiдношення можна використовувати для забезпечення ефектив-

них i стабiльних обчислень. Виведемо явнi рекурентнi спiввiдношення для

многочленiв Аппеля. Зауважимо, що цi формули без доведення вперше були

наведенi в [21].

У наступних двох теоремах представленi рекурентнi спiввiдношення

для многочленiв Аппеля, якi були використанi для їх ефективного та ста-

бiльного обчислення.

Теоpема 4.3.1. Многочлени {𝑈 (𝑠)
𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} задовольняють наступнi реку-

рентнi спiввiдношення

𝑈𝑚+1,𝑛,𝑘 = 𝑥 (2𝑚+𝑛+𝑘+1)𝑈𝑚,𝑛,𝑘+

+𝑘𝑚𝑥𝑧𝑈𝑚,𝑛,𝑘−1+𝑚𝑛𝑥𝑦𝑈𝑚,𝑛−1,𝑘+2 𝑘𝑚𝑛𝑥𝑦𝑧𝑈𝑚,𝑛−1,𝑘−1+

+𝑚
(︀(︀
𝑦2+𝑧2−1

)︀
𝑚+

(︀
𝑦2+2 𝑧2−1

)︀
𝑘+
(︀
2 𝑦2+𝑧2−1

)︀
𝑛
)︀
𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘+

+𝑚𝑘𝑧
(︀(︀
𝑦2−1

)︀
(𝑚+𝑘−1)+

(︀
3 𝑦2−1

)︀
𝑛
)︀
𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘−1+

+𝑚𝑛𝑦
(︀(︀
3 𝑧2−1

)︀
𝑘+
(︀
𝑧2−1

)︀
(𝑚+𝑛−1)

)︀
𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘−

−2 𝑘𝑚𝑛𝑦𝑧 (𝑚+𝑛+𝑘−2)𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘−1,
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𝑈𝑚,𝑛+1,𝑘 = 𝑦 (𝑚+2𝑛+𝑘+1)𝑈𝑚,𝑛,𝑘+𝑘𝑛𝑦𝑧𝑈𝑚,𝑛,𝑘−1+

+𝑚𝑛𝑥𝑦𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘+2 𝑘𝑚𝑛𝑥𝑦𝑧𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘−1+

+𝑛
(︀(︀
𝑥2+𝑧2−1

)︀
𝑛+
(︀
𝑥2+2 𝑧2−1

)︀
𝑘+
(︀
2𝑥2+𝑧2−1

)︀
𝑚
)︀
𝑈𝑚,𝑛−1,𝑘+

+𝑛𝑘𝑧
(︀(︀
𝑥2−1

)︀
(𝑘+𝑛−1)+

(︀
3𝑥2−1

)︀
𝑚
)︀
𝑈𝑚,𝑛−1,𝑘−1+

+𝑚𝑛𝑥
(︀(︀
3 𝑧2−1

)︀
𝑘+
(︀
𝑧2−1

)︀
(𝑚+𝑛−1)

)︀
𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘−

−2 𝑘𝑚𝑛𝑥𝑧 (𝑚+𝑛+𝑘−2)𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘−1,

𝑈𝑚,𝑛,𝑘+1 = 𝑧 (𝑚+𝑛+2 𝑘+1)𝑈𝑚,𝑛,𝑘+𝑘𝑚𝑥𝑧𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘+

+𝑘𝑛𝑧𝑦𝑈𝑚,𝑛−1,𝑘+2 𝑘𝑚𝑛𝑥𝑦𝑧𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘+

+𝑘
(︀(︀
𝑥2+𝑦2−1

)︀
𝑘+
(︀
2𝑥2+𝑦2−1

)︀
𝑚+

(︀
𝑥2+2 𝑦2−1

)︀
𝑛
)︀
𝑈𝑚,𝑛,𝑘−1+

+𝑚𝑘𝑥
(︀(︀
𝑦2−1

)︀
(𝑚+𝑘−1)+

(︀
3 𝑦2−1

)︀
𝑛
)︀
𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘−1+

+𝑘𝑛𝑦
(︀(︀
𝑥2−1

)︀
(𝑘+𝑛−1)+

(︀
3𝑥2−1

)︀
𝑚
)︀
𝑈𝑚,𝑛−1,𝑘−1−

−2 𝑘𝑚𝑛𝑦𝑥 (𝑚+𝑛+𝑘−2)𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘−1,

з початковими умовами 𝑈0,0,0 = 1 та 𝑈𝑚,𝑛,𝑘 = 0, якщо хоча б один з iндексiв

вiд’ємний.

Доведення. Пряма перевiрка показує, що

−2𝑓
𝜕𝐺

𝜕𝑢
= 𝑓𝑢𝐺,

де

𝑓 = (1−(𝑢𝑥+𝑣𝑦+𝑤𝑧))2−(𝑢2+𝑣2+𝑤2)(𝑥2+𝑦2+𝑧2−1), 𝑓𝑢 =
𝜕𝑓

𝜕𝑢
, 𝐺 =

1√
𝑓
.
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Припустимо, що iснує тотожнiсть виду

𝑔1
𝜕𝐺

𝜕𝑢
+ 𝑔2

𝜕𝐺

𝜕𝑣
+ 𝑔3

𝜕𝐺

𝜕𝑤
+ 𝑔4𝐺 = 0,

для деяких многочленiв 𝑔1, 𝑔2, 𝑔3, 𝑔4 вiд 𝑥, 𝑦, 𝑧. Помножимо її на −2𝑓 i пiсля

скорочення на 𝐺 отримаємо

𝑔1𝑓𝑢 + 𝑔2𝑓𝑣 + 𝑔3𝑓𝑤 − 2𝑓𝑔4 = 0.

Припустимо, що 𝑔𝑖 — многочлени 2-го степеня. Можна розв’язати по-

лiномiальне рiвняння та знайти 4 лiнiйно незалежнi розв’язки, кожен з яких

задає диференцiальне рiвняння. Опускаємо обчислення та наводимо лише

отриманi диференцiальнi тотожностi:

𝑥

(︂
2𝑢

𝜕𝐺

𝜕𝑢
+ 𝑣

𝜕𝐺

𝜕𝑣
+ 𝑤

𝜕𝐺

𝜕𝑤
+𝐺

)︂
+ 𝑢𝑦

𝜕𝐺

𝜕𝑣
+ 𝑢𝑧

𝜕𝐺

𝜕𝑤
=

= 𝐺𝑢+
(︀
𝑢2 + 1

)︀ 𝜕𝐺
𝜕𝑢

+ 𝑢𝑣
𝜕𝐺

𝜕𝑣
+ 𝑢𝑤

𝜕𝐺

𝜕𝑤
,

𝑦

(︂
𝑢
𝜕𝐺

𝜕𝑢
+ 2𝑣

𝜕𝐺

𝜕𝑣
+ 𝑤

𝜕𝐺

𝜕𝑤
+𝐺

)︂
+ 𝑥𝑣

𝜕𝐺

𝜕𝑢
+ 𝑣𝑧

𝜕𝐺

𝜕𝑤
=

= 𝐺𝑣 + 𝑢𝑣
𝜕𝐺

𝜕𝑢
+
(︀
𝑣2 + 1

)︀ 𝜕𝐺
𝜕𝑣

+ 𝑣𝑤
𝜕𝐺

𝜕𝑤
,

𝑥𝑤
𝜕𝐺

𝜕𝑢
+ 𝑤𝑦

𝜕𝐺

𝜕𝑣
+ 𝑧

(︂
𝑢
𝜕𝐺

𝜕𝑢
+ 𝑣

𝜕𝐺

𝜕𝑣
+ 2𝑤

𝜕𝐺

𝜕𝑤
+𝐺

)︂
=

= 𝐺𝑤 + 𝑢𝑤
𝜕𝐺

𝜕𝑢
+𝑣𝑤

𝜕𝐺

𝜕𝑣
+
(︀
𝑤2 + 1

)︀ 𝜕𝐺
𝜕𝑤

.

Будь-яка така диференцiальна тотожнiсть передбачає деяке рекурентне

спiввiдношення для 𝑉𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) та її похiдних. Наприклад, якщо розпишемо

лiву частину першої тотожностi

𝑥

(︂
2𝑢

𝜕𝐺

𝜕𝑢
+ 𝑣

𝜕𝐺

𝜕𝑣
+ 𝑤

𝜕𝐺

𝜕𝑤
+𝐺

)︂
+ 𝑢𝑦

𝜕𝐺

𝜕𝑣
+ 𝑢𝑧

𝜕𝐺

𝜕𝑤
,
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записуючи 𝐺 та її похiднi у виглядi рядiв через 𝑢, 𝑣, 𝑤 (подiбно до доведення

Теореми 4.2.1), отримуємо ряд iз таким загальним членом:

(𝑥(2𝑚+ 𝑛+ 𝑘 + 1)𝑈𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) +𝑚(𝑦𝑈𝑚−1,𝑛+1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑧𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘+1(𝑥, 𝑦, 𝑧))) .

Подiбним чином, шляхом перетворення лiвої сторони цього рiвняння

отримуємо:

𝐺𝑢+
(︀
𝑢2 + 1

)︀ 𝜕𝐺
𝜕𝑢

+ 𝑢𝑣
𝜕𝐺

𝜕𝑣
+ 𝑢𝑤

𝜕𝐺

𝜕𝑤
=

𝜕𝐺

𝜕𝑢
+

𝜕(𝑢2𝐺)

𝜕𝑢
+ 𝑢𝑣

𝜕𝐺

𝜕𝑣
+ 𝑢𝑤

𝜕𝐺

𝜕𝑤
−𝐺𝑢,

отримуємо ряд iз наступним загальним членом:

𝑈𝑚+1,𝑛,𝑘 +𝑚(𝑚− 1)𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘 +𝑚𝑛𝑉𝑚−1,𝑛,𝑘 +𝑚𝑘𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘 −𝑚𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘 =

= 𝑚(𝑚+ 𝑛+ 𝑘)𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘 + 𝑈𝑚+1,𝑛,𝑘.

Прирiвнявши лiву i праву частини, отримаємо наступне рекурентне рiв-

няння

𝑥(2𝑚+ 𝑛+ 𝑘 + 1)𝑈𝑚,𝑛,𝑘 +𝑚(𝑦𝑈𝑚−1,𝑛+1,𝑘 + 𝑧𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘+1) =

= 𝑚(𝑚+ 𝑛+ 𝑘)𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘 + 𝑈𝑚+1,𝑛,𝑘.

Подiбнi мiркування дають нам ще два рекурентних рiвняння:

𝑦(𝑚+ 2𝑛+ 𝑘 + 1)𝑈𝑚,𝑛,𝑘+𝑛(𝑥𝑈𝑚+1,𝑛−1,𝑘+𝑧𝑈𝑚,𝑛−1,𝑘+1) =

= 𝑛(𝑚+𝑛+𝑘)𝑈𝑚,𝑛−1,𝑘+𝑈𝑚,𝑛+1,𝑘,

𝑧(𝑚+ 𝑛+ 2𝑘 + 1)𝑈𝑚,𝑛,𝑘+𝑘(𝑥𝑈𝑚+1,𝑛,𝑘−1+𝑦𝑈𝑚,𝑛+1,𝑘−1) =

= 𝑘(𝑚+𝑛+𝑘)𝑈𝑚,𝑛,𝑘−1+𝑈𝑚,𝑛,𝑘+1.

Отриманi рекурентнi рiвняння ще не придатнi для обчислення значень

многочленiв, тому їх необхiдно перетворити у вигляд:

𝑈𝑚+1,𝑛,𝑘 = Вираз 𝑈 з iндексами меншими нiж (𝑚+1, 𝑛, 𝑘).
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Усi подальшi перетворення спрямованi на поступове перетворення цих

рекурентних рiвнянь у потрiбну форму.

Виконуючи зсув iндексу 𝑚 ↦→ 𝑚− 1 до двох останнiх тотожностей, ми

отримуємо кiлька нових рiвнянь:

𝑦(𝑚+2𝑛+𝑘)𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘+𝑛(𝑥𝑈𝑚,𝑛−1,𝑘+𝑧𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘+1) =

= 𝑛(𝑚−1+𝑛+𝑘)𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘+𝑈𝑚−1,𝑛+1,𝑘,

𝑧(𝑚+𝑛+2𝑘)𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘+𝑘(𝑥𝑈𝑚,𝑛,𝑘−1+𝑦𝑈𝑚−1,𝑛+1,𝑘−1) =

= 𝑘(𝑚−1+𝑛+𝑘)𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘−1+𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘+1,

або

𝑈𝑚−1,𝑛+1,𝑘 = 𝑦(𝑚+2𝑛+𝑘)𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘+𝑛(𝑥𝑈𝑚,𝑛−1,𝑘+𝑧𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘+1)−

−𝑛(𝑚−1+𝑛+𝑘)𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘,

𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘+1 = 𝑧(𝑚+𝑛+2𝑘)𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘+𝑘(𝑥𝑈𝑚,𝑛,𝑘−1+𝑦𝑈𝑚−1,𝑛+1,𝑘−1)−

−𝑘(𝑚−1+𝑛+𝑘)𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘−1.

Пiдставимо його в перше отримане рiвняння:

𝑈𝑚+1,𝑛,𝑘 = 𝑥 (2𝑚+ 𝑛+ 𝑘 + 1)𝑈𝑚,𝑛,𝑘 + 𝑘𝑚𝑥𝑧𝑈𝑚,𝑛,𝑘−1 +𝑚𝑛𝑥𝑦𝑈𝑚,𝑛−1,𝑘+

+𝑚
(︀(︀
𝑦2 + 𝑧2 − 1

)︀
𝑚+

(︀
𝑦2 + 2 𝑧2 − 1

)︀
𝑘 +

(︀
2 𝑦2 + 𝑧2 − 1

)︀
𝑛
)︀
𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘−

−𝑚 (𝑚+𝑛+𝑘−1) (𝑘𝑧𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘−1+𝑛𝑦𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘)+

+𝑘𝑚𝑦𝑧𝑈𝑚−1,𝑛+1,𝑘−1+𝑚𝑛𝑦𝑧𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘+1.

Отриманий вираз ще не досяг потрiбного вигляду, оскiльки в правiй

частинi все ще мiстяться набори iндексiв

(𝑚− 1, 𝑛+ 1, 𝑘 − 1), (𝑚− 1, 𝑛− 1, 𝑘 + 1),

в яких присутнi iндекси 𝑛+ 1 та 𝑘 + 1.
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Ще раз виконуємо зсув iндексу для останнiх двох рiвнянь:

𝑈𝑚−1,𝑛+1,𝑘−1 = 𝑦 (𝑚+2𝑛+𝑘−1)𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘−1+

+𝑛(𝑥𝑈𝑚,𝑛−1,𝑘−1+𝑧𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘)−𝑛(𝑚−2+𝑛+𝑘)𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘−1,

𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘+1 = 𝑧(𝑚+𝑛+2𝑘−1)𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘+

+𝑘(𝑥𝑈𝑚,𝑛−1,𝑘−1+𝑦𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘−1)−𝑘(𝑚−2+𝑛+𝑘)𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘−1.

Пiсля виключення 𝑈𝑚−1,𝑛+1,𝑘−1 та 𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘+1 отримуємо:

𝑈𝑚+1,𝑛,𝑘 = 𝑥 (2𝑚+𝑛+𝑘+1)𝑈𝑚,𝑛,𝑘+𝑘𝑚𝑥𝑧𝑈𝑚,𝑛,𝑘−1+

+𝑚𝑛𝑥𝑦𝑈𝑚,𝑛−1,𝑘+2 𝑘𝑚𝑛𝑥𝑦𝑧𝑈𝑚,𝑛−1,𝑘−1+

+𝑚
(︀(︀
𝑦2+𝑧2−1

)︀
𝑚+

(︀
𝑦2+2 𝑧2−1

)︀
𝑘+
(︀
2 𝑦2+𝑧2−1

)︀
𝑛
)︀
𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘+

+𝑚𝑘𝑧
(︀(︀
𝑦2−1

)︀
(𝑚+𝑘−1)+

(︀
3 𝑦2−1

)︀
𝑛
)︀
𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘−1+

+𝑚𝑛𝑦
(︀(︀
3 𝑧2−1

)︀
𝑘+
(︀
𝑧2−1

)︀
(𝑚+𝑛−1)

)︀
𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘−

−2 𝑘𝑚𝑛𝑦𝑧 (𝑚+𝑛+𝑘−2)𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘−1.

Нарештi отримали шуканий вираз для 𝑈𝑚+1,𝑛,𝑘.

Подiбнi обчислення, якi опускаємо, дають наступнi рекурентнi спiввiд-

ношення для другого та третього iндексiв:

𝑈𝑚,𝑛+1,𝑘 = 𝑦 (𝑚+2𝑛+𝑘+1)𝑈𝑚,𝑛,𝑘+𝑘𝑛𝑦𝑧𝑈𝑚,𝑛,𝑘−1+

+𝑚𝑛𝑥𝑦𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘+2 𝑘𝑚𝑛𝑥𝑦𝑧𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘−1+

+𝑛
(︀(︀
𝑥2+𝑧2−1

)︀
𝑛+
(︀
𝑥2+2 𝑧2−1

)︀
𝑘+
(︀
2𝑥2+𝑧2−1

)︀
𝑚
)︀
𝑈𝑚,𝑛−1,𝑘+

+𝑛𝑘𝑧
(︀(︀
𝑥2−1

)︀
(𝑘+𝑛−1)+

(︀
3𝑥2−1

)︀
𝑚
)︀
𝑈𝑚,𝑛−1,𝑘−1+

+𝑚𝑛𝑥
(︀(︀
3 𝑧2−1

)︀
𝑘+
(︀
𝑧2−1

)︀
(𝑚+𝑛−1)

)︀
𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘−

−2 𝑘𝑚𝑛𝑥𝑧 (𝑚+𝑛+𝑘−2)𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘−1,
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Також

𝑈𝑚,𝑛,𝑘+1 = 𝑧 (𝑚+𝑛+2 𝑘+1)𝑈𝑚,𝑛,𝑘+

+𝑘𝑚𝑥𝑧𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘+𝑘𝑛𝑧𝑦𝑈𝑚,𝑛−1,𝑘+2 𝑘𝑚𝑛𝑥𝑦𝑧𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘+

+𝑘
(︀(︀
𝑥2+𝑦2−1

)︀
𝑘+
(︀
2𝑥2+𝑦2−1

)︀
𝑚+

(︀
𝑥2+2 𝑦2−1

)︀
𝑛
)︀
𝑈𝑚,𝑛,𝑘−1+

+𝑚𝑘𝑥
(︀(︀
𝑦2−1

)︀
(𝑚+𝑘−1)+

(︀
3 𝑦2−1

)︀
𝑛
)︀
𝑈𝑚−1,𝑛,𝑘−1+

+𝑘𝑛𝑦
(︀(︀
𝑥2−1

)︀
(𝑘+𝑛−1)+

(︀
3𝑥2−1

)︀
𝑚
)︀
𝑈𝑚,𝑛−1,𝑘−1−

−2 𝑘𝑚𝑛𝑦𝑥 (𝑚+𝑛+𝑘−2)𝑈𝑚−1,𝑛−1,𝑘−1.

Рекурентнi спiввiдношення для многочленiв 𝑉
(𝑠)
𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) виявилися

простiшими i вдалося отримати формули для довiльного 𝑠. Спосiб їх виведе-

ння аналогiчний. Тому наведемо лише кiнцевий результат.

Теоpема 4.3.2. Многочлени 𝑉
(𝑠)
𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) задовольняють п’ятичленнi ре-

курентнi спiввiдношення:

(2(1+𝑚+𝑛+ 𝑘) + 𝑠)𝑥𝑉𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)=

= 𝑉𝑚+1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)−𝑛(𝑛−1)𝑉𝑚+1,𝑛−2,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)−

−𝑘(𝑘−1)𝑉𝑚+1,𝑛,𝑘−2(𝑥, 𝑦, 𝑧)+𝑚(𝑚+ 2𝑛+ 2𝑘 + 1 + 𝑠)𝑉𝑚−1,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

(2(1+𝑚+𝑛+ 𝑘) + 𝑠)𝑦𝑉𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)=

= 𝑉𝑚,𝑛+1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)−𝑚(𝑚−1)𝑉𝑚−2,𝑛+1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)−

−𝑘(𝑘−1)𝑉𝑚,𝑛+1,𝑘−2(𝑥, 𝑦, 𝑧)+𝑛(𝑛+ 2𝑚+ 2𝑘 + 1 + 𝑠)𝑉𝑚,𝑛−1,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),
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(2(1+𝑚+𝑛+ 𝑘) + 𝑠)𝑧𝑉𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)=

= 𝑉𝑚,𝑛,𝑘+1(𝑥, 𝑦, 𝑧)−𝑚(𝑚−1)𝑉𝑚−2,𝑛,𝑘+1(𝑥, 𝑦, 𝑧)−

−𝑛(𝑛−1)𝑉𝑚,𝑛−2,𝑘+1(𝑥, 𝑦, 𝑧)+𝑘(𝑘 + 2𝑚+ 2𝑛+ 1 + 𝑠)𝑉𝑚,𝑛,𝑘−1(𝑥, 𝑦, 𝑧),

з початковими умовами:

𝑉0,0,0(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1, 𝑉1,0,0(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑠+ 2)𝑥, 𝑉0,1,0(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑠+ 2) 𝑦,

𝑉2,0,0(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑠+ 2)
(︀
𝑥2𝑠+ 4𝑥2 − 1

)︀
, 𝑉1,1,0(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦 (𝑠+ 4) (𝑠+ 2) .

4.4. Застовування квазi-мономiв

Отриманi в ходi дослiдження результати дають бiльш глибоке розумiн-

ня квазi-мономiв та їхнiх властивостей, розширюючи можливостi подальших

теоретичних i прикладних розробок у рiзних галузях. Насамперед, це стосу-

ється задач аналiзу зображень i розпiзнавання 3D-об’єктiв, де iнварiантнiсть

до афiнних перетворень є надзвичайно важливою. З боку чистої математики,

знайденi властивостi квазi-мономiв представляють iнтерес у комбiнаторицi,

теорiї груп та теорiї спецiальних функцiй.

Окрiм суто математичної цiнностi, цi результати можуть стати базою

для побудови нових алгоритмiв машинного навчання — зокрема, нейронних

мереж, що прямо iнтегрують квазi-мономiальнi характеристики у свої шари.

Такий пiдхiд зменшує необхiднiсть великомасштабної аугментацiї та забезпе-

чує бiльшу робастнiсть до змiн орiєнтацiї чи масштабу об’єктiв. У контекстi

теорiї розпiзнавання образiв та аналiзу зображень результати дають змогу

формувати ефективнi ротацiйно чи афiнно iнварiантнi ознаки, iстотно по-

кращуючи точнiсть i швидкiсть обробки даних.

Наведемо основнi галузi застосування квазi-мономiв:
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1) Комбiнаторика: вивчення структури, породження та симетрiй в ал-

гебраїчних об’єктах.

2) Теорiя груп: аналiз iнварiантiв вiдносно дiй груп перетворень (афiн-

них, ортогональних тощо).

3) Теорiя спецiальних функцiй: зв’язок з породжуючими функцiями,

ортогональнiстю, рекурентними спiввiдношеннями.

4) Аналiз зображень: формування iнварiантних ознак для об’єктiв на

зображеннях; зменшення чутливостi до ротацiй, масштабування, афiнних пе-

ретворень.

5) Розпiзнавання 3D-об’єктiв: використання афiнно-iнварiантних хара-

ктеристик для стабiльного розпiзнавання форм у тривимiрному просторi.

6) Машинне навчання: побудова нейронних мереж iз вбудованими

квазi-мономiальними шарами; зменшення потреби в аугментацiї даних; пiд-

вищення робастностi моделей до змiн орiєнтацiї чи масштабу об’єктiв.

7) Теоретична фiзика та квантова механiка: опис симетрiй, iнварi-

антiв, можливо — iнтегрування у квантово-механiчнi моделi з афiнною або

ротацiйною симетрiєю.

8) Обробка сигналiв: видiлення iнварiантних характеристик сигналiв

пiд час фiльтрацiї або декомпозицiї.

9) Робототехнiка та комп’ютерний зiр: розпiзнавання об’єктiв та на-

вiгацiя з урахуванням змiн перспективи та масштабу.

10) Геометричне моделювання та CAD-системи: створення геометри-

чно стабiльних iнварiантних дескрипторiв форм.

11) Штучний iнтелект в медицинi : iнварiантний аналiз медичних зо-

бражень (рентген, МРТ), де об’єкти мають рiзне розташування й масштаб.

12) Криптографiя та теорiя iнформацiї : конструювання iнварiантних

хеш-функцiй або ключiв на базi математичних iнварiантiв.

13) Аналiз даних у бiоiнформатицi : розпiзнавання структур бiлкiв,
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ДНК, якi мають просторовi симетрiї.

Подальшi дослiдження можуть включати аналiз iнших груп перетво-

рень та додаткових характеристик квазi-мономiальних систем, що ще бiльше

розширить спектр застосувань. Зокрема, вони можуть дати новi перспекти-

ви i в областi теоретичної фiзики та квантової механiки, де подiбнi методи

використовуються для опису симетрiй та iнварiантiв. Таким чином, отриманi

результати є важливими та актуальними для широкого кола напрямiв — вiд

машинного навчання i прикладної математики до фундаментальних питань

групового та функцiонального аналiзу.

У четвертому роздiлi виконано детальне теоретичне та прикладне до-

слiдження сiмей многочленiв вiд трьох змiнних, якi мають властивiсть квазi-

мономiальностi вiдносно спецiальної ортогональної групи 𝑆𝑂(3). Проведений

аналiз дозволив встановити фундаментальнi закономiрностi побудови таких

сiмей та розробити математичний апарат для їхнього практичного застосу-

вання в задачах аналiзу 3D-об’єктiв.

Обґрунтовано доцiльнiсть використання квазi-мономiальних базисiв як

альтернативи стандартному мономiальному базису при побудовi моментних

iнварiантiв. На основi аналiзу матричної реалiзацiї групи 𝑆𝑂(3), що визначає-

ться через кути Ейлера 𝛼, 𝛽, 𝛾, та вiдповiдних перетворень координат 𝑥′, 𝑦′, 𝑧′,

сформульовано критерiй квазi-мономiальностi. Доведено, що необхiдною i до-

статньою умовою квазi-мономiальностi сiм’ї многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} вiд-

носно групи обертань 𝑆𝑂(3) є представлення її експоненцiальної породжую-

чої функцiї𝐺 як функцiї трьох специфiчних аргументiв – скалярного добутку

векторiв координат та параметрiв 𝑢𝑥+ 𝑣𝑦+𝑤𝑧, а також квадратiв їхнiх дов-

жин 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 та 𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2:

𝐺 = 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤) =
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
,
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Математично пiдтверджено, що породжуюча функцiя квазi-

мономiальної сiм’ї задовольняє систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь

у частинних похiдних, що пов’язують оператори диференцiювання за

просторовими змiнними та за параметрами 𝑢, 𝑣, 𝑤. Це дозволило довести

тотожнiсть дiї операторiв групи обертань на дослiджуванi многочлени та

на вiдповiднi мономи, що є ключовим для збереження форми алгебраїчних

iнварiантiв.

Окрему увагу придiлено дослiдженню стабiльностi властивостi квазi-

мономiальностi при нормалiзацiї многочленiв. Встановлено, що сiм’я мно-

гочленiв { ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} така, що ̃︀𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛼𝑚,𝑛,𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧), де

{𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} – квазi-мономiальна сiм’я, буде квазi-мономiальною тодi i

тiльки тодi, коли коефiцiєнт 𝛼𝑚,𝑛,𝑘 залежить вiд сумарниих степенiв мно-

гочленiв 𝑚 + 𝑛 + 𝑘 : 𝛼𝑚,𝑛,𝑘 = 𝜙(𝑚 + 𝑛 + 𝑘). Це дозволяє впроваджувати

процедури масштабування значень многочленiв без порушення їхньої iнварi-

антної форми.

Дослiджено властивостi бiортогональних многочленiв Аппеля типiв 𝑉

та 𝑈 , що визначенi на сферi 𝐵3 з ваговою функцiєю:

𝑤𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1− (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2))
𝑠−1
2 .

Доведено, що цi сiм’ї належать до класу 𝑆𝑂(3)-квазi-мономiв, що пiд-

тверджується структурою їхнiх породжуючих функцiй. На основi розробле-

них диференцiальних тотожностей виведено трьохпараметричнi рекурентнi

спiввiдношення для многочленiв Аппеля. Застосування цих спiввiдношень

замiсть прямих обчислень через символ Похгаммера та багатовимiрнi суми

забезпечує стабiльнiсть обчислень та запобiгає втратi точностi.

Результати роздiлу створюють математичне пiдґрунтя для побудови си-

стем моментних iнварiантiв у тривимiрному просторi, якi є стiйкими до обер-

тань навколо початку координат. Майбутнi дослiдження можуть стосуватися
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дослiджень iнших груп перетворень i додаткових властивостей квазi-мономiв,

далi розширюючи їхнє застування.

Результати роздiлу опублiкованi у працях [3, 43,44].
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ЗАГАЛЬНI ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi проведено комплексне теоретичне дослiджен-

ня та розроблено математичний апарат побудови сiмей многочленiв вiд двох

та трьох змiнних, що мають властивiсть квазi-мономiальностi вiдносно пiд-

груп афiнних груп площини Aff(2) та простору Aff(3). Отриманi результати

дозволяють розв’язати проблему поєднання обчислювальної стабiльностi по-

лiномiальних базисiв iз аналiтичною простотою моментних iнварiантiв.

На основi проведеного аналiзу зроблено наступнi висновки.

1. Розвинено концепцiю квазi-мономiальностi для пiдгруп афiнних пере-

творень. Ключовою особливiстю квазi-мономiальних базисiв {𝐵𝑚,𝑛,[𝑘]} є iден-

тичнiсть матричної реалiзацiї операторiв вiдповiдних груп перетворень тiй

формi, яку вони мають у стандартному мономiальному базисi {𝑥𝑚𝑦𝑛[𝑧𝑘]}.

2. Здiйснено повний опис квазi-мономiальних сiмей вiдносно основних

пiдгруп групи Aff(2). Сформульовано критерiї квазi-мономiальностi у термi-

нах експоненцiальних породжуючих функцiй 𝐺:

— для групи обертань 𝑆𝑂(2) функцiя залежить вiд аргументiв 𝑢𝑥 + 𝑣𝑦,

𝑥2 + 𝑦2 та 𝑢2 + 𝑣2;

— для групи масштабувань — вiд 𝑥𝑢 та 𝑦𝑣;

— для групи рiвномiрних масштабувань — вiд
𝑦

𝑥
, 𝑢𝑥 та 𝑣𝑥;

— для групи паралельних перенесень породжуюча функцiя має вигляд

𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣, де 𝐶(𝑢, 𝑣) — деякий степеневий ряд;

— для групи рiвномiрних паралельних перенесень породжуюча функцiя

має вигляд 𝐺 = 𝐶(𝑥− 𝑦, 𝑢, 𝑣)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣, де 𝐶(𝑥− 𝑦, 𝑢, 𝑣) – довiльний степе-

невий ряд за змiнними 𝑥− 𝑦, 𝑢, 𝑣.

3. Дослiджено просторовi квазi-мономiальнi сiм’ї вiд трьох змiнних вiд-

носно пiдгруп афiнної групи простору Aff(3). Встановлено необхiднi й до-
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статнi умови квазi-мономiальностi для пiдгруп паралельних перенесень, мас-

штабувань та їхнiх рiвномiрних аналогiв. Зокрема, доведено, що для:

— групи паралельних перенесень породжуюча функцiя набуває вигляду

𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤, де 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤) — довiльний степеневий ряд вiд

𝑢, 𝑣, 𝑤;

— групи рiвномiрних паралельних перенесень породжуюча функцiя набу-

ває вигляду 𝐺 = 𝐶(𝑥−𝑦, 𝑥−𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤, де 𝐶(𝑥−𝑦, 𝑥−𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤)

– довiльний степеневий ряд;

— групи масштабувань функцiя 𝐺 залежить вiд змiнних 𝑥𝑢, 𝑦𝑣, 𝑧𝑤;

— групи рiвномiрних масштабувань функцiя 𝐺 залежить вiд змiнних
𝑦

𝑥
,
𝑧

𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥, 𝑤𝑥.

4. Описано сiм’ї многочленiв, що є квазi-мономами вiдносно групи

обертань простору 𝑆𝑂(3). Доведено, що для забезпечення 𝑆𝑂(3)-квазi-

мономiальностi експоненцiальна породжуюча функцiя

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤) =
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!

має залежати вiд 𝑢𝑥+ 𝑣𝑦 + 𝑤𝑧, 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 та 𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2.

5. Виявлено умови збереження властивостi квазi-мономiальностi при

нормалiзацiї многочленiв. Доведено, що для групи паралельних перенесень

сiм’я ̃︀𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝛼𝑚,𝑛𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) залишається квазi-мономiальною тодi i

тiльки тодi, коли послiдовнiсть коефiцiєнтiв 𝛼𝑚,𝑛 визначається функцiєю

𝜙(𝑚+𝑛), що задовольняє рекурентне спiввiдношення 𝜙(𝑚+𝑛) = 𝜙(𝑚+𝑛−1).

Аналогiчнi результати отримано для тривимiрного випадку, де функцiiя 𝜙 за-

довольняє рекурентне спiввiдношення 𝜙(𝑚 + 𝑛 + 𝑘) = 𝜙(𝑚 + 𝑛 + 𝑘 − 1). Це

дозволяє здiйснювати нормування моментiв без спотворення їхнiх iнварiан-

тних властивостей.
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6. Доведено, що бiортогональнi многочлени Аппеля вiд трьох змiнних є

квазi-мономами 𝑆𝑂(3). Виведено рекурентнi спiввiдношення для цих много-

членiв.

7. Розроблено апарат рекурентних спiввiдношень для обчислення зна-

чень квазi-мономiальних многочленiв високих порядкiв. Для узагальнених

многочленiв вiдносно групи паралельних перенесень виведено схеми, що ви-

користовують комбiнаторнi коефiцiєнти ℎ(𝑚,𝑛)
𝑠,𝑘 . Застосування цих схем замiсть

прямих обчислень через степеневi суми пiдвищує чисельну стiйкiсть алгори-

тмiв, запобiгаючи втратi точностi при роботi з об’ємними даними.

Отриманi результати поглиблюють теоретичнi уявлення про квазi-

мономи та розширюють можливостi їх застосування в задачах аналiзу зо-

бражень. Розробленi методи забезпечують побудову iнварiантних ознак до

афiнних i ортогональних перетворень, що сприяє пiдвищенню ефективностi

обробки даних. Виявленi властивостi мають наукову цiннiсть у теорiї груп та

теорiї спецiальних функцiй i можуть бути використанi для подальших дослi-

джень у цих галузях.
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ДОДАТОК Б

Визначення квазi-мономiальностi сiм’ї многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}

вiдносно пiдгруп афiнної групи площини

Пiдгрупа афiнної групи

площини

Умова квазi-мономiальностi

Масштабувань 𝐵𝑚,𝑛(𝑠𝑥, 𝑡𝑦) = 𝑠𝑚𝑡𝑛𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦),

для всiх 𝑠, 𝑡 ∈ R та 𝑚,𝑛 ∈ N.

Рiвномiрних масштабувань 𝐵𝑚,𝑛(𝑠𝑥, 𝑠𝑦) = 𝑠𝑚+𝑛𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦),

для всiх 𝑠 ∈ R та 𝑚,𝑛 ∈ N.

Паралельних перенесень 𝐵𝑚,𝑛(𝑥+ 𝑎, 𝑦 + 𝑏) =

𝑚∑︀
𝑠=0

𝑛∑︀
𝑘=0

(︀
𝑚
𝑠

)︀(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑎𝑚−𝑠𝑏𝑛−𝑘𝐵𝑠,𝑘(𝑥, 𝑦),

для всiх 𝑎, 𝑏 ∈ R та 𝑚,𝑛 ∈ N.

Рiвномiрних паралельних 𝐵𝑚,𝑛(𝑥+ 𝑎, 𝑦 + 𝑎) =

перенесень
𝑚∑︀
𝑠=0

𝑛∑︀
𝑘=0

(︀
𝑚
𝑠

)︀(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑎𝑚−𝑠+𝑛−𝑘𝐵𝑠,𝑘(𝑥, 𝑦),

для всiх 𝑎 ∈ R та 𝑚,𝑛 ∈ N.

Обертань 𝐵𝑚,𝑛(𝑥 cos 𝜃 − 𝑦 sin 𝜃, 𝑥 sin 𝜃 + 𝑦 cos 𝜃) =

𝑚∑︀
𝑗=0

𝑛∑︀
𝑘=0

(−1)𝑗
(︀
𝑚
𝑗

)︀(︀
𝑛
𝑘

)︀
(cos 𝜃)𝑚−𝑗+𝑘(sin 𝜃)𝑛−𝑘+𝑗×

𝐵𝑚+𝑛−𝑗−𝑘,𝑗+𝑘(𝑥, 𝑦), для всiх 𝑚,𝑛 ∈ N.
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ДОДАТОК B

Опис експоненцiальної породжуючої функцiї для

квазi-мономiальної сiм’ї многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} вiдносно пiдгруп

афiнної групи площини

Пiдгрупа афiнної групи

площини

Форма експоненцiальної

породжуючої функцiї

Масштабувань 𝐺 = 𝐺(𝑥𝑢, 𝑦𝑣).

Рiвномiрних масштабувань 𝐺 = 𝐺
(︁𝑦
𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥

)︁
.

Паралельних перенесень 𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣, де 𝐶(𝑢, 𝑣) — довiльний

степеневий ряд за змiнними 𝑢, 𝑣.

Рiвномiрних паралельних

перенесень

𝐺 = 𝐶(𝑥− 𝑦, 𝑢, 𝑣)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣, де 𝐶(𝑥− 𝑦, 𝑢, 𝑣) –

довiльний степеневий ряд за змiнними

𝑥− 𝑦, 𝑢, 𝑣.

Обертань 𝐺 = 𝐺(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦, 𝑥2 + 𝑦2, 𝑢2 + 𝑣2).
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ДОДАТОК Г

Визначення квазi-мономiальностi сiм’ї многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)}

вiдносно пiдгруп афiнної групи простору

Пiдгрупа афiнної

групи простору

Умова квазi-мономiальностi

Масштабувань 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧) = 𝑠𝑚𝑡𝑛𝑟𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

для всiх 𝑠, 𝑡, 𝑟 ∈ R та 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.

Рiвномiрних 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑠𝑦, 𝑠𝑧) = 𝑠𝑚+𝑛+𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

масштабувань для всiх 𝑠 ∈ R та 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.

Паралельних перенесень 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥+ 𝑎, 𝑦 + 𝑏, 𝑧 + 𝑐) =

𝑚∑︀
𝑖=0

𝑛∑︀
𝑗=0

𝑘∑︀
𝑙=0

(︀
𝑚
𝑖

)︀(︀
𝑛
𝑗

)︀(︀
𝑘
𝑙

)︀
𝑎𝑚−𝑖𝑏𝑛−𝑗𝑐𝑘−𝑙𝐵𝑖,𝑗,𝑙(𝑥, 𝑦, 𝑧),

для всiх 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ R та 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.

Рiвномiрних паралельних 𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥+ 𝑎, 𝑦 + 𝑎, 𝑧 + 𝑎) =

перенесень
𝑚∑︀
𝑖=0

𝑛∑︀
𝑗=0

𝑘∑︀
𝑙=0

(︀
𝑚
𝑖

)︀(︀
𝑛
𝑗

)︀(︀
𝑘
𝑙

)︀
𝑎𝑚+𝑛+𝑘−𝑖−𝑗−𝑙𝐵𝑖,𝑗,𝑙(𝑥, 𝑦, 𝑧),

для всiх 𝑎 ∈ R та 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.
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ДОДАТОК Д

Опис експоненцiальної породжуючої функцiї для

квазi-мономiальної сiм’ї многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} вiдносно

пiдгруп афiнної групи простору

Пiдгрупа афiнної групи

простору

Форма експоненцiальної

породжуючої функцiї

Масштабувань 𝐺 = 𝐺 (𝑥𝑢, 𝑦𝑣, 𝑧𝑤).

Рiвномiрних масштабувань 𝐺 = 𝐺
(︁𝑦
𝑥
,
𝑧

𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥, 𝑤𝑥

)︁
.

Паралельних перенесень 𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤, де 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤) —

довiльний степеневий ряд за змiнними

𝑢, 𝑣, 𝑤.

Рiвномiрних паралельних

перенесень

𝐺 = 𝐶(𝑥− 𝑦, 𝑥− 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤, де

𝐶(𝑥− 𝑦, 𝑥− 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤) – довiльний

степеневий ряд за змiнними

𝑥− 𝑦, 𝑥− 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤.

Обертань 𝐺 = 𝐺(𝑢𝑥+𝑣𝑦+𝑤𝑧, 𝑥2+𝑦2+𝑧2, 𝑢2+𝑣2+𝑤2).
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