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АНОТАЦIЯ

Самарук Н.М. Квазi-мономiальнi многочлени пiдгруп афiнної групи. —

Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття ступеня доктора фiлософiї за спецiальнiстю 111

Математика. — Карпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Сте-

фаника, Iвано-Франкiвськ, Мiнiстерство освiти i науки України, м. Iвано-

Франкiвськ, 2026.

Дисертацiя присвячена дослiдженню квазi-мономiв вiдносно пiдгруп

афiнних груп перетворень площини та простору.

Для розпiзнавання та класифiкацiї зображень за допомогою алгоритмiв

машинного навчання необхiдно побудувати такi ознаки, якi залишаються iн-

варiантними вiдносно геометричних перетворень площини, що не змiнюють

структури сцени. У випадку двовимiрних зображень до таких перетворень

належать обертання, паралельнi перенесення, масштабування та їхнi компо-

зицiї. Вiдповiднi iнварiантнi характеристики називають моментними iнварi-

антами. Залежно вiд вибору базису в просторi многочленiв {𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}, де

𝑚,𝑛 – цiлi невiд’ємнi числа (тут i надалi в текстi), розглядаються рiзнi систе-

ми моментiв. У найпростiшому випадку, коли 𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑚𝑦𝑛, отримуються

геометричнi моменти. Цi класичнi моменти були вперше запропонованi авто-

ром М.-К. Ху (Hu M.-K.) та стали основою побудови 2D-iнварiантних ознак

вiдносно паралельних перенесень, масштабувань i обертань. Алгебра вiдпо-

вiдних моментних iнварiантiв детально вивчена, зокрема в роботах Я. Флюс-

сера (Flusser J.) та Л. Бедратюка, де було наведено явний опис породжуючих

елементiв.

Проте практичне використання геометричних моментiв стикається з

проблемами чисельної нестабiльностi при обчисленнях у дискретних обла-

стях, особливо для великих зображень. Це спонукало дослiдникiв до перехо-

ду на iншi, обчислювально стiйкiшi базиси — ортогональнi або псевдоорто-
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гональнi. Однак при цьому виникла нова проблема: як зручно виражати та

обчислювати iнварiанти за змiнного базису. Дослiдники Ч.-В. Чонг, П. Ра-

вендран, Р. Мукундан (Chong C.-W., Raveendran P., Mukundan R.) знайшли

розв’язання цiєї задачi лише в окремих випадках — наприклад, для момен-

тiв Лежандра без урахування обертання. Проте загальний пiдхiд залишався

складним i недостатньо розробленим.

Вирiшальним стало вiдкриття Б. Яна, Х. Чжана та М. Дая (Yang B.,

Zhang H., Dai M.), якi виявили, що при виборi базису

𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝐻𝑚(𝑥)𝐻𝑛(𝑦),

де {𝐻𝑛(𝑥)} — класичнi многочлени Ермiта, форма моментних iнварiантiв вiд-

носно групи 𝑆𝑂(2) збiгається з формою геометричних моментiв. Це несподi-

ване спiвпадiння дозволило ефективно обчислювати ермiтовi ортогональнi

моменти, iнварiантнi до обертання.

Подальший розвиток цiєї iдеї був здiйснений у роботах Л. Бедратю-

ка, Я. Флюссера, Т. Сака, Я. Косткової та Я. Кауцького (Flusser J., Suk T.,

Kostkova J., Kautsky J.). У своїй працi вони запропонували повний опис усiх

многочленiв, якi мають властивiсть зберiгати форму моментних iнварiантiв

при змiнi базису. Ця властивiсть дiстала назву квазi-мономiальноcтi. Знання

таких квазi-мономiальних многочленiв (далi – квазi-мономiв) для основних

груп перетворень площини й простору є важливим для побудови швидких i

стабiльних алгоритмiв обчислення моментних iнварiантiв.

Запропонований пiдхiд природно узагальнюється на тривимiрний випа-

док, де замiсть функцiй двох змiнних розглядаються функцiї трьох змiнних,

що дає змогу застосовувати аналогiчнi iдеї для аналiзу 3D-зображень.

У зв’язку з цим актуальним є дослiдження квазi-мономiв для рiзних

пiдгруп афiнних груп перетворень площини й простору та встановлення їхнiх

властивостей. Отриманi результати мають значення не лише для прикладних
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задач розпiзнавання образiв i аналiзу зображень, але й для сумiжних галузей

— комбiнаторики, теорiї груп i теорiї спецiальних функцiй.

Дисертацiя складається з анотацiй українською та англiйською мова-

ми, перелiку умовних позначень, вступу, чотирьох роздiлiв основної частини,

висновкiв, списку використаних джерел та додаткiв.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть обраної теми, сформульовано мету,

об’єкт, предмет, завдання та методи дослiдження. Визначено наукову новизну

отриманих результатiв, їх практичне значення, зв’язок дисертацiйної роботи

з науковими темами, зазначено особистий внесок здобувача, а також подано

iнформацiю про апробацiю та публiкацiю результатiв дослiдження.

Основна частина дисертацiї складається з чотирьох роздiлiв, кожен iз

яких подiлений на пiдроздiли. Наприкiнцi кожного роздiлу сформульовано

узагальнюючi висновки.

Перший роздiл має пiдготовчий характер i присвячений аналiзу лiте-

ратури за темою дослiдження. У ньому здiйснено вибiр методологiї, сфор-

мульовано пiдходи до побудови теорiї квазi-мономiв та наведено допомiжнi

результати, необхiднi для подальших дослiджень.

Другий роздiл присвячено означенню та дослiдженню основних власти-

востей квазi-мономiв вiдносно пiдгруп афiнної групи площини.

У пiдроздiлi 2.1 розглянуто формування основних математичних

понять, що передують введенню квазi-мономiв, та подано означення

квазi-мономiальностi. Сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} називається квазi-

мономiальною вiдносно пiдгрупи 𝐻 афiнної групи Aff(2), якщо вона утворює

такий базис простору многочленiв вiд двох змiнних, у якому дiя групи 𝐻 за-

дається матрицями, тотожними тим, що вiдповiдають дiї 𝐻 в стандартному

мономiальному базисi 𝑥𝑚𝑦𝑛. Такi многочлени називаються квазi-мономами.

У пiдроздiлi 2.2 наведено основнi означення та теореми щодо квазi-

мономiв вiдносно групи обертань площини 𝑆𝑂(2). Сформульовано крите-
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рiй квазi-мономiальностi у термiнах експоненцiальної породжуючої функцiї.

Зокрема, функцiя

𝐺 =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

є породжуючою функцiєю квазi-мономiальної сiм’ї многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}

вiдносно 𝑆𝑂(2) тодi й лише тодi, коли 𝐺 = 𝐺(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦, 𝑥2+ 𝑦2, 𝑢2+ 𝑣2). Окре-

мо розглянуто диференцiальнi рiвняння, яким задовольняють квазi-мономи

𝑆𝑂(2).

У пiдроздiлi 2.3 дається схожий опис квазi-мономiв щодо неперерв-

них пiдгруп перетворень афiнної групи площини, а саме групи масшта-

бувань. Сформульовано критерiй квазi-мономiальностi: сiм’я многочленiв

{𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}, визначена експоненцiальною породжуючою функцiєю 𝐺, є

квазi-мономiальною вiдносно групи масштабувань площини тодi i тiльки тодi,

коли 𝐺 є функцiєю двох змiнних 𝐺 = 𝐺 (𝑥𝑢, 𝑦𝑣) .

У пiдроздiлi 2.4 розглянуто квазi-мономи щодо групи рiвномiрних мас-

штабувань площини. Встановлено, що сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}, визна-

чена експоненцiальною породжуючою функцiєю𝐺, є квазi-мономiальною що-

до групи рiвномiрних масштабувань площини тодi i тiльки тодi, коли 𝐺 є

функцiєю трьох змiнних: 𝐺 = 𝐺
(︁𝑦
𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥

)︁
.

У пiдроздiлi 2.5 описано квазi-мономи щодо групи паралельних пере-

несень площини та наведено критерiй квазi-мономiальностi сiм’ї многочле-

нiв вiдносно цiєї групи у термiнах її експоненцiальної породжуючої функцiї.

Зокрема, доведено, що сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} є квазi-мономiальною

вiдносно групи паралельних перенесень площини тодi i тiльки тодi, коли

її експоненцiальна породжуюча функцiя має вигляд 𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣, де

𝐶(𝑢, 𝑣) — довiльний степеневий ряд за змiнними 𝑢, 𝑣.

Крiм того, встановлено який вид нормалiзацiї зберiгає властивiсть

квазi-мономiальностi. Також наведено рекурентнi спiввiдношення для сiм’ї
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многочленiв {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}.

У пiдроздiлi 2.6 дається схожий опис квазi-мономiв щодо групи рiвно-

мiрних паралельних перенесень площини. Встановлено, що сiм’я многочленiв

{𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} буде квазi-мономомiальною сiм’єю вiдносно групи рiвномiрних

паралельних перенесень площини тодi i тiльки тодi, коли її експоненцiальна

породжуюча функцiя має вигляд 𝐺 = 𝐶(𝑥 − 𝑦, 𝑢, 𝑣)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣 де 𝐶 – довiльний

степеневий ряд за змiнними 𝑥− 𝑦, 𝑢, 𝑣.

Третiй роздiл присвячено опису квазi-мономiв вiд трьох змiнних вiд-

носно пiдгруп афiнної групи простору Aff(3).

У пiдроздiлi 3.2 розглянуто квазi-мономи щодо групи масштабувань

простору. Доведено, що сiм’я {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} є квазi-мономiальною тодi i

тiльки тодi, коли виконується:

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧) = 𝑠𝑚𝑡𝑛𝑟𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

для всiх 𝑠, 𝑡, 𝑟 ∈ R та 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.

Також описано всi сiм’ї многочленiв, якi є квазi-мономiальними вiдно-

сно групи масштабувань простору в термiнах породжуючої функцiї. Доведе-

но, що сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} , визначена експоненцiйною поро-

джуючою функцiєю

𝐺 =
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
,

буде квазi-мономiальною вiдносно групи масштабувань простору тодi i тiльки

тодi, коли 𝐺 є функцiєю вiд трьох змiнних: 𝐺 = 𝐺 (𝑥𝑢, 𝑦𝑣, 𝑧𝑤) .

У пiдроздiлi 3.3 дається опис квазi-мономiв щодо групи рiвномiрних

масштабувань простору та встановлюється той факт, що сiм’я многочленiв

{𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)}, визначена експоненцiальною породжуючою функцiєю 𝐺, бу-

де квазi-мономiальною вiдносно групи рiвномiрних масштабувань простору
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тодi i тiльки тодi коли 𝐺 є функцiєю вiд змiнних:

𝐺 = 𝐺
(︁𝑦
𝑥
,
𝑧

𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥, 𝑤𝑥

)︁
.

У пiдроздiлi 3.4 описано квазi-мономи щодо групи паралельних пере-

несень простору та наведено китерiй квазi-мономiальностi сiм’ї многочленiв

у термiнах її експоненцiальної породжуючої функцiї. Зокрема, показано, що

сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} є квазi-мономiальною сiм’єю вiдносно гру-

пи паралельних перенесень простору тодi i тiльки тодi, коли її експоненцiаль-

на породжуюча функцiя має вигляд 𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤, де 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤) –

довiльний степеневий ряд за змiнними 𝑢, 𝑣, 𝑤.

Крiм того, встановлено який тип нормалiзацiї зберiгає властивiсть

квазi-мономiальностi.

У пiдроздiлi 3.5 дається схожий опис квазi-мономiв щодо групи рiв-

номiрних паралельних перенесень простору. Зокрема, встановлено, що сiм’я

многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} буде квазi-мономiальною вiдносно групи рiвно-

мiрних паралельних перенесень тодi i тiльки тодi коли її експоненцiальна

породжуюча функцiя має вигляд 𝐶(𝑥− 𝑦, 𝑥− 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤, де 𝐶 – до-

вiльний степеневий ряд за змiнними 𝑥− 𝑦, 𝑥− 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤.

Четвертий роздiл є просторовим аналогом другого роздiлу й присвя-

чений опису квазi-мономiв вiдносно групи обертань простору 𝑆𝑂(3).

У пiдроздiлi 4.2 наведено визначення дiї спецiальної ортогональної

тривимiрної групи 𝑆𝑂(3) на многочлени {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} через розклада-

ння за певним комбiнаторним законом, що забезпечує збереження квазi-

мономiальної форми. Встановлено, що сiм’я многочленiв {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)}, ви-

значена експоненцiальною породжуючою функцiєю 𝐺, є квазi-мономiальною

тодi i тiльки тодi, коли 𝐺 є функцiєю трьох змiнних:

𝐺 = 𝐺(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦 + 𝑤𝑧, 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, 𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2).
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Крiм того, наведено приклад, у якому доведено, що многочлени Ермiта

вiд трьох змiнних є квазi-мономами вiдносно 𝑆𝑂(3), а також встановлено

умови нормалiзацiї, якi зберiгають квазi-мономiальнiсть.

У пiдроздiлi 4.3 наведено приклади бiортогональних многочленiв Аппе-

ля, якi є квазi-мономами 𝑆𝑂(3), а також подано рекурентнi спiввiдношення,

що забезпечують ефективнiсть їх обчислення.

Ключовi слова: квазi-мономiальнi многочлени, квазi-мономи, полiно-

ми, групи, матричнi групи, пiдгрупа, афiнна група, афiннi перетворення

площини та простору, групи обертань 𝑆𝑂(2) та 𝑆𝑂(3), група масштабу-

вань, група паралельних перенесень, многочлени Аппеля, матриця, експо-

ненцiальна породжуюча функцiя.
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ABSTRACT

Samaruk N.M.Quasi-monomial polynomials of subgroups of an affine group.

— Qualifying scientific work as a manuscript.

Dissertation for obtaining the degree of Doctor of Philosophy in specialty

111 Mathematics. — Vasyl Stefanyk Carpathian National University, Ministry of

Education and Science of Ukraine, Ivano-Frankivsk, 2026.

The dissertation is devoted to the study of quasi-monomial polynomials

with respect to subgroups of affine transformation groups of plane and space.

For recognition and classification of images using machine learning algori-

thms, it is necessary to construct features that remain invariant with respect

to geometric transformations of the plane that do not change the structure of

the scene. In the case of two-dimensional images, such transformations include

rotations, parallel translations, scaling, and their compositions. The correspondi-

ng invariant characteristics are called moment invariants. Depending on the choice

of basis in the polynomial space {𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}, where𝑚,𝑛 are non-negative integers

(here and further in the text), different moment systems are considered. In the

simplest case, when 𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑚𝑦𝑛, geometric moments are obtained. In the

simplest case, when 𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑚𝑦𝑛, geometric moments are obtained. These

classical moments were first proposed by M.-K. Hu and became the basis for

constructing 2D-invariant features with respect to parallel translations, scaling,

and rotations. The algebra of corresponding moment invariants has been studied

in detail, particularly in the works of J. Flusser and L. Bedratyuk , where an

explicit description of generating elements was provided.

However, practical use of geometric moments faces problems of numeri-

cal instability in calculations in discrete domains, especially for large images.

This prompted researchers to switch to other, computationally more stable bases

— orthogonal or pseudo-orthogonal. However, this created a new problem: how

to conveniently express and calculate invariants when the basis is changed.
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Researchers C.-W. Chong, P. Raveendran, and R. Mukundan found solutions

to this problem only in special cases — for example, for Legendre moments wi-

thout considering rotation. However, the general approach remained complex and

insufficiently developed.

The breakthrough came with the discovery by B. Yang, G. Li , H. Zhang,

and M. Dai, who found that when choosing the basis

𝜋𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝐻𝑚(𝑥)𝐻𝑛(𝑦),

where {𝐻𝑛(𝑥)} are the classical Hermite polynomials, the form of moment invari-

ants with respect to the group 𝑆𝑂(2) coincides with the form of geometric

moments. This unexpected coincidence allowed for efficient computation of Hermi-

te orthogonal moments invariant to rotation.

Further development of this idea was carried out in the works of J. Flusser,

L. Bedratyuk, T. Suk, J. Kostkova, and J. Kautsky. In their work, they proposed

a complete description of all polynomials that have the property of preserving the

form of moment invariants when changing the basis. This property was named

quasi-monomiality. Knowledge of such quasi-monomials for the main groups of

transformations of the plane and space is important for constructing fast and

stable algorithms for computing moment invariants.

The proposed approach naturally generalizes to the three-dimensional case,

where instead of functions of two variables, functions of three variables are consi-

dered, which allows applying similar ideas for analyzing 3D images.

Therefore, the study of quasi-monomials for various subgroups of affine

transformation groups of the plane and space and the establishment of their

properties is relevant. The obtained results are significant not only for applied

problems of pattern recognition and image analysis but also for related fields —

combinatorics, group theory, and the theory of special functions.

The dissertation consists of abstracts in Ukrainian and English, a list of
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symbols, an introduction, four chapters of the main part, conclusions, a list of

references, and appendices.

The introduction substantiates the relevance of the chosen topic, formulates

the purpose, object, subject, tasks, and research methods. The scientific novelty of

the obtained results, their practical significance, the connection of the dissertation

work with scientific topics are determined, the personal contribution of the candi-

date is specified, and information on the approbation and publication of research

results is provided.

The main part of the dissertation consists of four chapters, each divided into

subsections. At the end of each chapter, generalizing conclusions are formulated.

The first chapter is preparatory in nature and is devoted to the analysis of li-

terature on the research topic. It carries out the choice of methodology, formulates

approaches to constructing the theory of quasi-monomials, and provides auxiliary

results necessary for further research.

The second chapter is devoted to the meaning and study of the basic

properties of quasi-monomials with respect to subgroups of the affine group of

the plane.

Subsection 2.1 examines the formation of the basic mathematical concepts

preceding the introduction of quasi-monomials and provides the definition of

quasi-monomiality. A family of polynomials {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} is called quasi-monomial

with respect to a subgroup 𝐻 of the affine group Aff(2) if it forms a basis for the

space of polynomials in two variables in which the action of the group 𝐻 is given

by matrices identical to those corresponding to the action of 𝐻 in the standard

monomial basis 𝑥𝑚𝑦𝑛. Such polynomials are called quasi-monomials.

In subsection 2.2, the basic definitions and theorems regarding quasi-

monomials with respect to the group of rotations of the plane 𝑆𝑂(2) are presented.

The criterion of quasi-monomiality is formulated in terms of the exponential
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generating function. In particular, the function

𝐺 =
∞∑︁

𝑚,𝑛=0

𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

is a generating function of the quasi-monomial family of polynomials {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}

with respect to 𝑆𝑂(2) if and only if𝐺 = 𝐺(𝑢𝑥+𝑣𝑦, 𝑥2+𝑦2, 𝑢2+𝑣2). The differenti-

al equations satisfied by the quasi-monomials 𝑆𝑂(2) are separately considered.

In subsection 2.3, a similar description of quasi-monomials with respect to

continuous subgroups of transformations of the affine group of the plane, namely

the scaling group, is given. A criterion of quasi-monomiality is formulated: a family

of polynomials {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}, defined by the exponential generating function 𝐺, is

quasi-monomial with respect to the scaling group of the plane if and only if 𝐺 is

a function of two variables: 𝐺 = 𝐺 (𝑥𝑢, 𝑦𝑣).

In subsection 2.4, quasi-monomials with respect to the group of uniform

scalings of the plane are considered. It is established that a family of polynomials

{𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)}, defined by the exponential generating function𝐺, is quasi-monomial

with respect to the group of uniform scalings of the plane if and only if 𝐺 is a

function of three variables: 𝐺 = 𝐺
(︁𝑦
𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥

)︁
.

In subsection 2.5, quasi-monomials with respect to the translation group

of the plane are described, and a criterion for the quasi-monomiality of a family

of polynomials with respect to this group is given in terms of its exponential

generating function. It is proved that a family of polynomials {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} is

quasi-monomial with respect to the translation group of the plane if and only

if its exponential generating function has the form 𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣, where

𝐶(𝑢, 𝑣) – is an arbitrary power series in variables 𝑢, 𝑣.

Additionally, the type of normalization that preserves the property of quasi-

monomiality is established. Recurrence relations for the family of polynomials

{𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} are also provided.

In subsection 2.6, a similar description of quasi-monomials with respect to
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the uniform translation group of the plane is given. It is established that a family

of polynomials {𝐵𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦)} will be a quasi-monomial family with respect to the

uniform translation group of the plane if and only if its exponential generating

function has the form 𝐺 = 𝐶(𝑥− 𝑦, 𝑢, 𝑣)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣, where 𝐶 – is an arbitrary power

series in variables 𝑥− 𝑦, 𝑢, 𝑣.

The third chapter is devoted to the description of quasi-monomials of three

variables with respect to subgroups of the affine group of space Aff(3).

In subsection 3.2, quasi-monomials with respect to the scaling group of space

are considered. It is proved that a family {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} is quasi-monomial if

and only if the following holds:

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑠𝑥, 𝑡𝑦, 𝑟𝑧) = 𝑠𝑚𝑡𝑛𝑟𝑘𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧),

for all 𝑠, 𝑡, 𝑟 ∈ R and 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N.

All families of polynomials that are quasi-monomial with respect to the

scaling group of space are also described in terms of the generating function. It is

proved that a family of polynomials {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)}, defined by the exponential

generating function

𝐺 =
∞∑︁

𝑚,𝑛,𝑘=0

𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑢𝑚

𝑚!

𝑣𝑛

𝑛!

𝑤𝑘

𝑘!
,

will be quasi-monomial with respect to the scaling group of space if and only if

𝐺 is a function of three variables: 𝐺 = 𝐺 (𝑥𝑢, 𝑦𝑣, 𝑧𝑤).

In subsection 3.3, a description of quasi-monomials with respect to the

group of uniform scalings of space is given, and it is established that a family

of polynomials {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)}, defined by the exponential generating function

𝐺, will be quasi-monomial with respect to the group of uniform scalings of space

if and only if 𝐺 is a function of the variables:

𝐺 = 𝐺
(︁𝑦
𝑥
,
𝑧

𝑥
, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥, 𝑤𝑥

)︁
.
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In subsection 3.4, quasi-monomials with respect to the translation group of

space are described, and a criterion of quasi-monomiality for a family of polynomi-

als is given in terms of its exponential generating function. In particular, it is

shown that a family of polynomials {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} is a quasi-monomial fami-

ly with respect to the translation group of space if and only if its exponential

generating function has the form 𝐺 = 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤, where 𝐶(𝑢, 𝑣, 𝑤) – is

an arbitrary power series in variables 𝑢, 𝑣, 𝑤. Additionally, the type of normali-

zation that preserves the property of quasi-monomiality is established.

In subsection 3.5, a similar description of quasi-monomials with respect to

the uniform translation group of space is given. In particular, it is established that

a family of polynomials {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} will be quasi-monomial with respect to

the uniform translation group if and only if its exponential generating function

has the form 𝐶(𝑥 − 𝑦, 𝑥 − 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑒𝑥𝑢+𝑦𝑣+𝑧𝑤, where 𝐶 – is an arbitrary power

series in variables 𝑥− 𝑦, 𝑥− 𝑧, 𝑢, 𝑣, 𝑤.

The fourth chapter is the spatial analogue of the second chapter and is

devoted to the description of quasi-monomials with respect to the rotation group

of space 𝑆𝑂(3). In subsection 4.2, the definition of the action of the special

orthogonal three-dimensional group 𝑆𝑂(3) on polynomials {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)} is

given through decomposition according to a certain combinatorial law, which

ensures the preservation of the quasi-monomial form. It is established that a fami-

ly of polynomials {𝐵𝑚,𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)}, defined by the exponential generating function

𝐺, is quasi-monomial if and only if 𝐺 is a function of three variables:

𝐺 = 𝐺(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦 + 𝑤𝑧, 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, 𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2).

In addition, an example is given in which it is proven that Hermite polynomi-

als in three variables are quasi-monomials with respect to 𝑆𝑂(3), and normali-

zation conditions that preserve quasi-monomiality are established.

In subsection 4.3, examples of biorthogonal Appell polynomials that are



15

quasi-monomials 𝑆𝑂(3) are given, as well as recurrence relations that ensure the

efficiency of their computation.

Keywords: quasi-monomial polynomials, quasi-monomials, polynomials,

groups, matrix groups, subgroup, affine group, affine transformations of the plane

and space, rotation groups 𝑆𝑂(2) and 𝑆𝑂(3), scaling group, translation group,

Appel polynomials, matrix, exponential generating function.
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