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АНОТАЦIЯ

Долiшняк Д. Ю. Топологiчна транзитивнiсть та хаотичнiсть операто-
рiв, пов’язаних з симетричними та субсиметричними полiномами. — Ква-
лiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецi-
альнiстю 111 — Математика. — Карпатський нацiональний унiверситет iме-
нi Василя Стефаника, Iвано-Франкiвськ, 2026 — Карпатський нацiональ-
ний унiверситет iменi Василя Стефаника, Iвано-Франкiвськ, 2026.

Дисертацiйна робота виконана у межах теорiї полiномiв та аналiти-
чних функцiй на банахових просторах i присвячена дослiдженню опера-
торiв, пов’язаних iз симетричними та субсиметричними полiномами, а та-
кож вивченню субсиметричних аналiтичних функцiй, метричних структур,
визначених на множинах мультимножин i впорядкованих мультимножин
та динамiчних властивостей нелiнiйних вiдображень, що виникають у цих
випадках. У роботi поєднано кiлька взаємопов’язаних напрямiв сучасної
математики: нелiнiйний функцiональний аналiз, теорiю симетричних та
субсиметричних полiномiв, теорiю аналiтичних функцiй на нескiнченнови-
мiрних просторах, метричну теорiю мультимножин i динамiку операторiв.
Саме таке поєднання дає змогу розглядати симетричнi та субсиметричнi
конструкцiї не лише як алгебраїчнi об’єкти, а як й структури, для яких
характерна складна топологiчна та динамiчна поведiнка.

Теорiя симетричних i субсиметричних полiномiв вiдiграють важливу
роль у класичнiй алгебрi та сучасному функцiональному аналiзi. У другiй
половинi XX столiття iдеї, пов’язанi з симетричними полiномами, були пе-
ренесенi в нескiнченновимiрний простiр, де предметом дослiдження стали
полiноми й аналiтичнi функцiї на банахових просторах, їх алгебраїчна бу-
дова, спектральнi властивостi та апроксимацiйнi характеристики. Значний
внесок у розвиток цього напряму зробили Р. Арон, П. Галiндо, А. Загоро-
днюк, I. Чернега, Т. Василишин, С. Василишин, В. Кравцiв, Ф. Джавад, Р.
Гонсало та iншi науковцi. У їхнiх працях вивчалися алгебраїчнi базиси си-
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метричних полiномiв, спектри алгебр аналiтичних функцiй, факторизацiя,
а також рiзнi класи симетричних, блочно-симетричних, суперсиметричних
i субсиметричних функцiй. У роботах, присвячених симетричним аналiти-
чним функцiям на просторах `p, розглядалися як точковi функцiонали, так
i бiльш загальнi спектральнi елементи, що дало змогу детальнiше зрозумi-
ти, як симетрiя простору визначає структуру алгебр функцiй.

Природним узагальненням симетричних полiномiв у нескiнченнови-
мiрному випадку є субсиметричнi полiноми, що виникають на банахових
просторах iз субсиметричним базисом. У цьому напрямi важливими є ре-
зультати Р. Гонсало, а також подальшi дослiдження, у яких розглядалися
алгебри субсиметричних полiномiв, їх множини нулiв, властивостi факто-
рiальностi та рiзнi застосування в теорiї операторiв. Окремий напрям до-
слiдження, на який спирається дисертацiя, стосується мультимножин та
пов’язаних iз ними алгебраїчних i метричних структур. У ширшому мате-
матичному контекстi варто згадати роботи Р. Дедекiнда, К. Вейєрштрасса,
Д. Кнута, Р. Меєра, М. Макроббi, а в сучасному функцiональному аналiзi
— I. Чернегу, Т. Василишина, А. Загороднюка, Ю. Чоп’юка, В. Кравцiв
та їхнiх спiвавторiв. Перехiд до мультимножин виникає при факторизацiї
простору за вiдношенням еквiвалентностi. Побудова на таких множинах
метрик, узгоджених з алгебраїчними операцiями, дає можливiсть коректно
вивчати збiжнiсть, неперервнiсть, щiльнiсть орбiт, транзитивнiсть та iншi
динамiчнi характеристики. Не менш важливим є i зв’язок дисертацiйної
роботи з класичною теорiєю динамiки операторiв, у якiй фундаментальнi
результати належать Г. Бiркгофу, С. Ролевичу, Ч. Кiтаї, А. Перiсу Ман-
гiльйоту, А. Мануссосу та iншим математикам.

Як було показано вище, дослiдження симетричних i субсиметричних
полiномiв на банахових просторах приводить не лише до вивчення алгебра-
їчних властивостей вiдповiдних класiв функцiй, а й до аналiзу пов’язаних iз
ними факторних та метричних структур. Зокрема, перехiд до мультимно-
жин i впорядкованих мультимножин дає змогу описувати еквiвалентнiсть
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елементiв простору, будувати природнi метрики на вiдповiдних множинах
i дослiджувати оператори, що дiють на цих просторах. У дисертацiйнiй
роботi цей пiдхiд розглянено для субсиметричних полiномiв та функцiй на
банахових просторах, а також для операторiв, пов’язаних iз симетричними
i субсиметричними полiномами.

Основним завданням дисертацiйного дослiдження є вивчення алгебра-
їчних та аналiтичних властивостей субсиметричних полiномiв i пов’язаних
iз ними функцiй, побудова та дослiдження метричних структур на множи-
нах мультимножин i впорядкованих мультимножин, а також встановлення
умов топологiчної транзитивностi, хаотичностi та змiшуваностi вiдповiдних
операторiв. Зокрема, у роботi дослiджуються властивостi алгебр субсиме-
тричних полiномiв, множини нулiв таких полiномiв, прото-субсиметричнi
функцiї, апроксимацiя i похiднi субсиметричних функцiй, а також динамi-
чнi властивостi операторiв лiвого зсуву й операторiв диференцiювання.

Дисертацiя складається зi вступу, трьох роздiлiв, висновкiв, списку
використаних джерел i додатка, який мiстить публiкацiї автора та апробацiї
результатiв дисертацiйної роботи.

У вступi подано загальну характеристику дисертацiйної роботи,
обґрунтовано доцiльнiсть дослiдження обраної теми та описано її мiсце
в сучасних наукових напрямах. Визначено зв’язок роботи з науково-
дослiдними темами i проєктами, сформульовано мету та основнi завдання
дослiдження, уточнено об’єкт, предмет i використанi методи. Окремо
висвiтлено наукову новизну одержаних результатiв, їхнє теоретичне i
практичне значення, наведено вiдомостi про особистий внесок здобува-
чки, а також подано iнформацiю про публiкацiї та апробацiю основних
результатiв дисертацiї.

Перший роздiл має оглядово-теоретичний характер. У ньому проана-
лiзовано науковi працi, безпосередньо пов’язанi з тематикою дисертацiї, ви-
кладено базовi результати та поняття, що становлять теоретичне пiдґрунтя
подальших дослiджень.
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Другий роздiл присвячено вивченню субсиметричних аналiтичних
функцiй на банахових просторах. У цьому роздiлi дослiджено алгебраїчнi
властивостi алгебр субсиметричних полiномiв, розглянуто їх застосува-
ння в теорiї операторiв, проаналiзовано множини нулiв субсиметричних
полiномiв, введено клас прото-субсиметричних функцiй, а також одер-
жано результати щодо апроксимацiї i диференцiювання субсиметричних
функцiй.

У пiдроздiлi 2.1 дослiджено властивостi алгебр субсиметричних полi-
номiв на банахових просторах iз субсиметричним базисом. Основну ува-
гу зосереджено на алгебрi субсиметричних полiномiв PS(`p) на просторi
`p. Розглянуто питання еквiвалентностi елементiв x, y ∈ `p за значення-
ми субсиметричних полiномiв i встановлено вiдповiднi критерiї. Крiм того,
дослiджено гомоморфiзми цiєї алгебри, а також побудовано продовження
субсиметричних полiномiв зi збереженням їх основних властивостей.

У пiдроздiлi 2.2 розглянуто продовження субсиметричних функцiй на
ширшi класи просторiв. Побудовано продовження субсиметричних полiно-
мiв та дослiджено умови збереження їхнiх основних властивостей, зокрема
iзометричностi.

У пiдроздiлi 2.3 наведено приклади субсиметричних полiномiв у фун-
кцiйних гiльбертових просторах. Розглянуто конкретнi конструкцiї полiно-
мiв та проаналiзовано їхнi властивостi в межах функцiйних гiльбертових
просторiв.

У пiдроздiлi 2.4 розглянуто застосування субсиметричних полiномiв
у теорiї операторiв. Показано, що полiноми з класу PS(`p) можуть бути
використанi для опису спектральних властивостей операторiв. У такому
випадку алгебраїчнi властивостi субсиметричних полiномiв пов’язуються з
операторними задачами.

У пiдроздiлi 2.5 розглянуто множини нулiв субсиметричних полiномiв
на просторiX. Дослiджено їхнi структурнi властивостi в нескiнченновимiр-
ному просторi та показано, що ядра таких полiномiв мають нетривiальну
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будову.
У пiдроздiлi 2.6 дослiджено алгебри субсиметричних полiномiв. Роз-

глянуто властивостi вiдповiдних алгебр, їх гомоморфiзми та факторiальнi
властивостi. Доведено, що на комплексному просторi `p з субсиметричним
ядром буде субсиметричним.

У пiдроздiлi 2.7 введено клас прото-субсиметричних функцiй i дослi-
джено його основнi властивостi. Показано, що цей клас пов’язаний iз субси-
метричними полiномами та аналiтичними функцiями, але водночас є шир-
шим за клас стандартних субсиметричних функцiй.

У пiдроздiлi 2.8 одержано результати про апроксимацiю субсиметри-
чних функцiй полiномами вiдповiдного типу. Розглянуто умови, за яких
функцiї iз субсиметричними властивостями можна наближати полiномами
з алгебри PS(`p) або спорiднених класiв.

У пiдроздiлi 2.9 дослiджено похiднi, пов’язанi iз субсиметрични-
ми функцiями. Введено похiднi ∂L, ∂R та ∂M , узгодженi з операцiєю
субсиметричного зсуву, i встановлено їхнiй зв’язок iз похiдною Гато.

Третiй роздiл присвячено дослiдженню динамiки операторiв, пов’я-
заних iз симетричними та субсиметричними структурами. Основну увагу
придiлено побудовi метричних структур на множинах мультимножин i впо-
рядкованих мультимножин, а також вивченню топологiчної транзитивностi
та змiшуваностi вiдповiдних операторiв.

У пiдроздiлi 3.1 побудовано метрику на множинi мультимножинM+
X

та дослiджено її основнi властивостi. Показано, що ця метрика узгоджує-
ться з алгебраїчними операцiями на просторi мультимножин i може бути
використана для аналiзу збiжностi, неперервностi та динамiчної поведiнки
вiдповiдних вiдображень.

У пiдроздiлi 3.2 побудовано метрику на множинi впорядкованих муль-
тимножин MX та встановлено її зв’язок з алгебраїчною i топологiчною
структурою цього простору.

У пiдроздiлi 3.3 дослiджено оператор лiвого зсуву Tλ : RX
+ → RX

+ у
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просторi мультимножин та встановлено умови його топологiчної транзи-
тивностi.

У пiдроздiлi 3.4 розглянуто оператор лiвого зсуву B̃λ у просторi впо-
рядкованих мультимножин i дослiджено його топологiчну транзитивнiсть.

У пiдроздiлi 3.5 застосовано критерiй Кiтаї до операторiв диференцi-
ювання та лiвих обернених до операторiв, пов’язаних iз алгебрами субси-
метричних функцiй. Одержано умови змiшуваностi та хаотичностi вiдпо-
вiдних операторiв.

Ключовi слова: простiр цiлих функцiй, простори сумовних послiдовно-
стей, функцiї першого класу Бера, полiном на банаховому просторi, симе-
тричний полiном, субсиметричний полiном, субсиметрична функцiя, апро-
ксимацiя полiномами, мультимножина, впорядкована мультимножина, ме-
тризовний топологiчний простiр, лiнiйний оператор лiвого зсуву, оператор
диференцiювання, топологiчна транзитивнiсть, хаотичнiсть.
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ABSTRACT

Dolishniak D. Y. Topological Transitivity and Chaoticity of Operators
Associated with Symmetric and Subsymmetric Polynomials. — Qualifying sci-
entific work as a manuscript.

The thesis for obtaining the Doctor of Philosophy degree in Mathematics,
speciality 111 — Mathematics. — Vasyl Stefanyk Carpathian National Universi-
ty, Ivano-Frankivsk, 2026. — Vasyl Stefanyk Carpathian National University,
Ivano-Frankivsk, 2026.

The thesis was carried out within the framework of the theory of polynomi-
als and analytic functions on Banach spaces and is devoted to the study of
operators associated with symmetric and subsymmetric polynomials, as well as
to the investigation of subsymmetric analytic functions, metric structures on
sets of multisets and ordered multisets, and dynamical properties of nonlinear
mappings arising in these settings. The work combines several interrelated areas
of modern mathematics: nonlinear functional analysis, the theory of symmetric
and subsymmetric polynomials, the theory of analytic functions on infinite-
dimensional spaces, the metric theory of multisets, and operator dynamics.
Such a combination makes it possible to consider symmetric and subsymmetric
constructions not only as algebraic objects, but also as structures characterized
by complicated topological and dynamical behavior.

The theory of symmetric and subsymmetric polynomials plays an
important role in classical algebra and modern functional analysis. In the
second half of the twentieth century, ideas related to symmetric polynomials
were transferred to infinite-dimensional spaces, where polynomials and analytic
functions on Banach spaces, their algebraic structure, spectral properties, and
approximation characteristics became the subject of investigation. Significant
contributions to the development of this direction were made by R. Aron,
P. Galindo, A. Zagorodnyuk, I. Chernega, T. Vasylyshyn, S. Vasylyshyn, V.
Kravtsiv, F. Jawad, R. Gonzalo, and other researchers. Their works studied
algebraic bases of symmetric polynomials, spectra of algebras of analytic functi-
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ons, factorization, as well as various classes of symmetric, block-symmetric,
supersymmetric, and subsymmetric functions. In works devoted to symmetric
analytic functions on the spaces `p, both point evaluations and more general
spectral elements were considered, which allowed a more detailed understandi-
ng of how the symmetry of the space determines the structure of function
algebras.

A natural generalization of symmetric polynomials in the infinite-
dimensional case is provided by subsymmetric polynomials arising on Banach
spaces with a subsymmetric basis. In this direction, important results belong
to R. Gonzalo, as well as to subsequent studies devoted to algebras of
subsymmetric polynomials, their zero sets, factoriality properties, and various
applications in operator theory. Another direction of research on which the
thesis relies concerns multisets and the algebraic and metric structures associ-
ated with them. In a broader mathematical context, it is worth mentioning the
works of R. Dedekind, K. Weierstrass, D. Knuth, R. Meyer, and M. Macrobbi,
while in modern functional analysis related studies were carried out by I.
Chernega, T. Vasylyshyn, A. Zagorodnyuk, Yu. Chopiuk, V. Kravtsiv, and
their co-authors. The transition to multisets arises naturally in the factorization
of a space with respect to an equivalence relation. Constructing metrics on
such sets that are compatible with algebraic operations makes it possible to
correctly investigate convergence, continuity, density of orbits, transitivity, and
other dynamical characteristics. Equally important is the connection of the
thesis with the classical theory of operator dynamics, in which fundamental
results belong to G. Birkhoff, S. Rolewicz, C. Kitai, A. Peris Manguillot, A.
Manoussos, and other mathematicians.

As shown above, the study of symmetric and subsymmetric polynomials
on Banach spaces leads not only to the investigation of algebraic properties of
the corresponding classes of functions, but also to the analysis of the associ-
ated factor and metric structures. In particular, the transition to multisets and
ordered multisets makes it possible to describe the equivalence of elements of
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a space, construct natural metrics on the corresponding sets, and investigate
operators acting on these spaces. In the thesis, this approach is considered
for subsymmetric polynomials and functions on Banach spaces, as well as for
operators associated with symmetric and subsymmetric polynomials.

The main objective of the thesis is to investigate algebraic and analytic
properties of subsymmetric polynomials and the functions associated with
them, to construct and study metric structures on sets of multisets and
ordered multisets, and to establish conditions for topological transitivity,
chaoticity, and mixing of the corresponding operators. In particular, the thesis
studies properties of algebras of subsymmetric polynomials, zero sets of such
polynomials, proto-subsymmetric functions, approximation and derivatives of
subsymmetric functions, as well as dynamical properties of backward shift
operators and differentiation operators.

The thesis consists of an introduction, three chapters, conclusions, a list of
references, and an appendix containing the author’s publications and presentati-
on of the results of the thesis.

The introduction presents a general description of the thesis, substantiates
the relevance of the chosen topic, and describes its place within contemporary
scientific directions. The connection of the thesis with research projects and
scientific programs is specified, the aim and the main objectives of the study
are formulated, and the object, subject, and methods of research are clarified.
Particular attention is paid to the scientific novelty of the obtained results, their
theoretical and practical significance, information about the author’s personal
contribution, as well as information concerning the publication and approbation
of the main results of the thesis.

The first chapter is of a survey-theoretical nature. It analyzes scientific
works directly related to the topic of the thesis and presents the basic results
and notions forming the theoretical foundation for further investigations.

The second chapter is devoted to the study of subsymmetric analytic
functions on Banach spaces. This chapter investigates algebraic properties of
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algebras of subsymmetric polynomials, considers their applications in operator
theory, analyzes zero sets of subsymmetric polynomials, introduces the class of
proto-subsymmetric functions, and obtains results concerning approximation
and differentiation of subsymmetric functions.

In Subsection 2.1 properties of algebras of subsymmetric polynomials on
Banach spaces with a subsymmetric basis are investigated. Particular attention
is focused on the algebra of subsymmetric polynomials PS(`p) on the space `p.
Questions of equivalence of elements x, y ∈ `p with respect to the values of
subsymmetric polynomials are considered, and the corresponding criteria are
established. In addition, homomorphisms of this algebra are investigated, and
extensions of subsymmetric polynomials preserving their main properties are
constructed.

In Subsection 2.2 extensions of subsymmetric functions to wider classes of
spaces are considered. Extensions of subsymmetric polynomials are constructed
and conditions for preserving their main properties, in particular isometricity,
are investigated.

In Subsection 2.3 examples of subsymmetric polynomials in functional
Hilbert spaces are presented. Concrete constructions of such polynomials are
considered and their properties within functional Hilbert spaces are analyzed.

In Subsection 2.4 applications of subsymmetric polynomials to operator
theory are considered. It is shown that polynomials from the class PS(`p) can be
used to describe spectral properties of operators. In this case, algebraic properti-
es of subsymmetric polynomials are related to operator-theoretic problems.

In Subsection 2.5 zero sets of subsymmetric polynomials on the space X
are considered. Their structural properties in infinite-dimensional spaces are
investigated, and it is shown that kernels of such polynomials have a nontrivial
structure.

In Subsection 2.6 algebras of subsymmetric polynomials are investigated.
Properties of the corresponding algebras, their homomorphisms, and factoriality
properties are considered. It is proved that on the complex space `p with a
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subsymmetric kernel will be subsymmetric.
In Subsection 2.7 the class of proto-subsymmetric functions is introduced

and its main properties are investigated. It is shown that this class is related
to subsymmetric polynomials and analytic functions, while at the same time
being broader than the class of standard subsymmetric functions.

In Subsection 2.8 results on approximation of subsymmetric functions by
polynomials of the corresponding type are obtained. Conditions under which
functions with subsymmetric properties can be approximated by polynomials
from the algebra PS(`p) or related classes are considered.

In Subsection 2.9 derivatives associated with subsymmetric functions are
investigated. The derivatives ∂L, ∂R and ∂M , consistent with the operation of
subsymmetric shift, are introduced, and their relation to the Gateaux derivative
is established.

The third chapter is devoted to the study of the dynamics of operators
associated with symmetric and subsymmetric structures. The main attention is
paid to the construction of metric structures on sets of multisets and ordered
multisets, as well as to the investigation of topological transitivity and mixing
properties of the corresponding operators.

In Subsection 3.1 a metric on the set of multisetsM+
X is constructed and

its main properties are investigated. It is shown that this metric is compatible
with algebraic operations on the space of multisets and can be used for the
analysis of convergence, continuity, and dynamical behavior of the correspondi-
ng mappings.

In Subsection 3.2 a metric on the set of ordered multisets MX is
constructed and its connection with the algebraic and topological structure of
this space is established.

In Subsection 3.3 the backward shift operator Tλ : RX
+ → RX

+ on the
space of multisets is investigated, and conditions for its topological transitivity
are established.

In Subsection 3.4 the backward shift operator B̃λ on the space of ordered



13

multisets is considered and its topological transitivity is investigated.
In Subsection 3.5 Kitai’s criterion is applied to differentiation operators

and left inverses associated with algebras of subsymmetric functions. Conditions
for mixing and chaoticity of the corresponding operators are obtained.

Key words: space of entire functions, spaces of summable sequences,
functions of the first Baire class, polynomial on a Banach space, symmetric
polynomial, subsymmetric polynomial, subsymmetric function, approximati-
on by polynomials, multiset, ordered multiset, metrizable topological space,
backward shift linear operator, differentiation operator, topological transitivity,
chaoticity.



14

Список публiкацiй здобувача, в яких опублiковано

основнi науковi результати дисертацiї

1. Dolishniak D. Y., Zagorodnyuk A. V. Metric Semigroups and Groups of
Multisets // Res. Math.— 2024. — Vol. 32, № 3. — P. 12 – 25.
DOI: https://doi.org/10.15421/242430
URL: https://www.scopus.com/pages/publications/85219050259?origin
=resultslist

2. Bihun V., Dolishniak D., Kravtsiv V., Zagorodnuyk A. Subsymmetric
Polynomials on Banach Spaces and Their Applications // Mathematics
– 2025. – 13(22), 3693.
DOI: https://doi.org/10.3390/math13223693
URL: https://www.scopus.com/pages/publications/105023129716?origin
=resultslist

3. Dolishniak D., Kravtsiv V. Subsymmetric Functions on Banach Spaces
With Subsymmetric Bases // Carpathian Math. Publ. – 2026. – Vol. 18,
№ 1. — P. 49 – 66.
DOI: https://doi.org/10.15330/cmp.18.1.49-66
URL: https://www.scopus.com/pages/publications/105033768287?origin
=resultslist

Список публiкацiй здобувача, якi засвiдчують

апробацiю матерiалiв дисертацiї

1. Daryna Dolishniak, Andriy Zagorodnyuk Dynamic of a nonlinear backward
shift on a semiring of multisets // International Workshop on Current
Trends in Analysis and Approximation Theory (Rome, Italy, 18th July,
2023): book of abstracts — Rome, Italy. — 2023. — P. 45 – 48.

2. Daryna Dolishniak Dynamic of a nonlinear backward shift on a semiri-
ng of multisets // Мiжнародна наукова конференцiя, присвячена 55-
рiччю факультету математики та iнформатики (Чернiвцi, 28–30 вере-



15

сня 2023 р.): тези допов. — Чернiвцi: Чернiвецький нац. ун-т. — 2023.
— С. 35 – 36.

3. Dolishniak D., Dolishniak P., Zagorodnyuk A. Nonlinear backward shifts
on the ring of multisets // Мiжнародна конференцiя, присвячена 145-
рiччю з дня народження Ганса Гана (Чернiвцi, 23-27 вересня 2024 р.):
тези допов. — Чернiвцi. — 2024. — С. 123.

4. Daryna Dolishniak, Andriy Zagorodnyuk, Pavlo Dolishniak Topological
transitivity of a nonlinear backward shift // International Workshop on
Modern Problems of Analysis, Optimization, Approximation and Their
Applications (Rome, Italy, 25 – 27 June, 2025): book of abstracts. — Rome,
Italy. — 2025. — P. 85 – 87.

5. Vitaliy Bihun, Daryna Dolishniak, Andriy Zagorodnyuk Zeros of
susymmetric polynomials on `p // XII International Skorobohatko
Mathematical Conference (September 23-25): book of abstracts. — Lviv,
Ukraine. — 2025. — P. 8.



16

ЗМIСТ

ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

ВСТУП . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
РОЗДIЛ 1. ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ I ПОПЕРЕДНI ВIДОМОСТI. . . . . . 32
1.1. Огляд лiтератури . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
1.2. Попереднi вiдомостi. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

1.2.1. Полiноми та аналiтичнi функцiї на банахових просторах . . 40
1.2.2. Банаховi простори з симетричним та субсиметричним базисом 43
1.2.3. Симетричнi полiноми та аналiтичнi функцiї . . . . . . . . . 45
1.2.4. Субсиметричнi функцiї . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
1.2.5. Мультимножини, пов’язанi з симетричними полiномами . . 48
1.2.6. Основи динамiчних систем у метричних просторах . . . . . 50

РОЗДIЛ 2. СУБСИМЕТРИЧНI АНАЛIТИЧНI ФУНКЦIЇ . . . . . . . . . . . . 53
2.1. Властивостi субсиметричних полiномiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
2.2. Продовження субсиметричних функцiй 61
2.3. Приклади субсиметричних полiномiв у функцiйних гiльбертових

просторах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
2.4. Застосування субсиметричних полiномiв у оберненiй спектральнiй

задачi теорiї нормальних операторiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
2.5. Нулi субсиметричних полiномiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
2.6. Алгебри субсиметричних полiномiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
2.7. Прото-субсиметричнi функцiї . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
2.8. Апроксимацiя субсиметричних функцiй . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
2.9. Похiднi, пов’язанi iз субсиметричними функцiями . . . . . . . . . . . . . . . . 94
РОЗДIЛ 3. ДИНАМIКА ОПЕРАТОРIВ, ПОВ’ЯЗАНИХ З СИМЕТРИ-

ЧНИМИ ТА СУБСИМЕТРИЧНИМИ СТРУКТУРАМИ . . . . . . . . . 99
3.1. Метрика на множинi мультимножин . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
3.2. Метрика на множинi впорядкованих мультимножин . . . . . . . . . . . . . . 110
3.3. Оператор лiвого зсуву у просторi мультимножин . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114



17

3.4. Оператор лiвого зсуву у просторi впорядкованих мультимножин . 118
3.5. Змiшуванiсть операторiв диференцiювання та лiвих обернених до

операторiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
ВИСНОВКИ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
ДОДАТКИ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139



18

ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

N,R,C — множини всiх натуральних, дiйсних, комплексних
чисел вiдповiдно

`p — банахiв простiр усiх числових послiдовностей x =

(xn), для яких
∑∞

n=1|xn|p<∞, 1 ≤ p <∞

c00 — простiр усiх послiдовностей, що мають скiнченну
кiлькiсть ненульових координат

`p(A) — банахiв простiр, iндексований цiлком впорядкова-
ною множиною A

E — сепарабельний гiльбертовий простiр

E ∧ E — замкнутий пiдпростiр гiльбертового тензорного
добутку E ⊗ E

Pα1,...,αn — стандартнi субсиметричнi полiноми

PS(`p) — алгебра всiх неперервних субсиметричних полiно-
мiв на `p

PS(X) — алгебра субсиметричних полiномiв на просторi X

HSb(X) — алгебра Фреше всiх симетричних цiлих компле-
кснозначних аналiтичних функцiй обмеженого ти-
пу на банаховому просторi X

HSb(`p) — алгебра Фреше всiх вiдповiдних цiлих компле-
кснозначних аналiтичних функцiй обмеженого ти-
пу на просторi `p

δx — функцiонал обчислення значення в точцi x

δx̌, δx/y, δx̌/y — комплекснi гомоморфiзми

MX — множина мультимножин над простором X

(MX , d) — метричний простiр на множинi мультимножин
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(MX , ρ) — сепарабельний метричний простiр на множинi
мультимножин

MX — множина впорядкованих мультимножин ненульо-
вих чисел над простором X

(MX , d) — метричний простiр на множинi впорядкованих
мультимножин

R+
X — пiдмножина множини MX визначена у виглядi

R+
X = {[x] ∈M+

X : x ∈ `+
1 }

(R+
X , d) — метрична напiвгрупа

Tλ — оператор лiвого зсуву в просторi мультимножин
R+
X

B̃λ — оператор лiвого зсуву в просторi впорядкова-
них мультимножин MX визначений за формулою
B̃λ([x]) = Bλ(x̂)
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Теорiя полiномiв та аналiтичних функцiй на
банахових просторах є одним iз важливих напрямiв сучасного нелiнiйно-
го функцiонального аналiзу. Особливе мiсце в нiй займають полiноми, якi
є iнварiантними вiдносно деякої групи або напiвгрупи iзометричних пере-
творень банахового простору (так званi симетричнi, субсиметричнi, блочно-
симетричнi, суперсиметричнi полiноми i аналiтичнi функцiї). У цiй теорiї
поєднано iдеї класичної алгебри, теорiї iнварiантiв, комбiнаторики, теорiї
банахових просторiв i нескiнченновимiрного аналiзу. Дослiдження таких
полiномiв та породжених ними алгебр аналiтичних функцiй розглядалося
у працях багатьох математикiв, зокрема Р. Арона, П. Галiндо, Р. Гонзало,
П. Хаєка, А. Загороднюка, I. Чернеги, Т. Василишина, С. Василишин, В.
Кравцiв, Ф. Джавад, Ю. Чоп’юка та iнших. У дослiдженнях цих авторiв
вивчалися рiзнi класи симетричних, субсиметричних, суперсиметричних i
блочно-симетричних функцiй, алгебраїчнi базиси та спектри (множини ха-
рактерiв) для вiдповiдних алгебр полiномiв та аналiтичних функцiй, опе-
ратори i гомоморфiзми в цих алгебрах. Результати вказаних дослiджень
знайшли застосування у сумiжних галузях топологiї та аналiзу, а також
у криптографiї i квантовiй механiцi. Це демонструє перспективнiсть ви-
вчення симетричних i субсиметричних структур, що виникають в алгебрах
полiномiв на банахових просторах.

Iсторично, дослiдження симетричних полiномiв проводилось в межах
класичної алгебри та комбiнаторики, проте у другiй половинi XX столiття,
цi iдеї були перенесенi в нескiнченновимiрний аналiз. На сучасному етапi
цей напрям не обмежується лише алгебраїчними питаннями, а й охоплює
топологiчнi, спектральнi, метричнi та динамiчнi властивостi, якi розширю-
ють можливостi застосування отриманих результатiв. Тому в XXI столiттi
особливої уваги набувають дослiдження, що поєднують структурнi вла-
стивостi симетричних i субсиметричних полiном iз вивченням нелiнiйних
операторiв i вiдповiдних динамiчних систем. Такi дослiдження проводили-
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ся в роботах С. Василишин, З. Новосад, А. Загороднюка, I. Чернеги, О.
Голубчака. Зокрема, у працях вказаних авторiв доведено гiперциклiчнiсть
оператора симетричного зсуву та симетричного диференцiювання в алге-
брах симетричних функцiй обмеженого типу на просторах `p.

Напiвгрупа субсиметричних перетворень не має аналогiв у скiнчен-
новимiрних просторах. Алгебра субсиметричних полiномiв включає в себе
алгебру симетричних полiномiв, але при цьому має загальнiший вигляд.
Таким чином, субсиметричнi полiноми i пов’язанi з ними аналiтичнi фун-
кцiї дають змогу розширити клас дослiджуваних iнварiантних функцiй.
Якщо симетричнi функцiї є iнварiантними вiдносно перестановок коорди-
нат, то субсиметричнi функцiї виникають на банахових просторах iз суб-
симетричним базисом i є iнварiантними вiдносно напiвгрупи правих зсувiв
та вiдображають властивостi таких просторiв. Тому важливими є задачi
опису алгебраїчних та аналiтичних властивостей субсиметричних полiно-
мiв i аналiтичних функцiй, їхнiх нулiв, апроксимацiї та похiдних, а також
дослiдження операторiв, пов’язаних iз цими класами функцiй.

Одним iз методiв теорiї симетричних i субсиметричних полiномiв є пе-
рехiд до мультимножин. Вони виникають при ототожненнi елементiв про-
стору, що не розрiзняються вiдповiдними значеннями iнварiантних полiно-
мiв. Якщо x, y ∈ X i P (x) = P (y) для всiх полiномiв P iз певного класу, то
елементи x i y можна розглядати як еквiвалентнi, а їхнi класи еквiвалентно-
стi утворюють фактор-простiр X/∼. Поняття мультимножин та пов’язанi
з ними структури розглядалися в роботах Р. Дедекiнда, К. Вейєрштрасса,
Д. Кнута, Р. Меєра, М. Макроббi, а в сучасному аналiзi та його застосува-
ннях – у працях Н. Вiвера, Д. Кiма, С. Мiямото, Р.-М. Чена, I. Чернеги, Т.
Василишина, А. Загороднюка, Ю. Чоп’юка, В. Кравцiв та їхнiх спiвавто-
рiв. Простори мультимножин i впорядкованих мультимножин є важливими
об’єктами дослiдження, оскiльки за допомогою них можна описувати вiд-
повiднi алгебраїчнi та топологiчнi властивостi, пов’язанi з iнварiантними
полiномами та аналiтичними функцiями.
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Актуальнiсть теми зумовлена також необхiднiстю побудови метрики
на множинах мультимножин i впорядкованих мультимножин, узгоджених
з їхнiми алгебраїчними операцiями. Метрика є важливою для коректного
дослiдження неперервностi операторiв, збiжностi послiдовностей, щiльно-
стi орбiт та iнших властивостей, що є основою для топологiчної динамi-
ки. Наприклад, якщо M – простiр мультимножин, d – метрика на M,

а T : M → M – вiдображення, то можна розглядати орбiти вигляду
Orb(x, T ) = {T n(x) : n ∈ Z+} та дослiджувати їх топологiчнi властиво-
стi. Вивчення метричних напiвгруп i груп мультимножин, а також побудо-
ва алгебраїчних структур на мультимножинах представлено у роботах I.
Чернеги, А. Загороднюка, Т. Василишина, Ю. Чоп’юка.

У сучаснiй теорiї операторних динамiчних систем є важливими понят-
тя топологiчної транзитивностi, гiперциклiчностi та хаотичностi. Дослiдже-
ння цих властивостей дозволяють встановити, наскiльки складною є iтера-
цiйна поведiнка оператора, чи має щiльнi орбiти, чи є динамiка хаотичною.
Для лiнiйних операторiв на банахових просторах i просторах Фреше вiдпо-
вiднi задачi розглядалися в працях Г. Бiркгофа, С. Ролевича, Ч. Кiтаї, А.
Перiса, А. Мануссоса, Х. Беса та iнших. Однак для нелiнiйних операторiв,
пов’язаних iз симетричними, субсиметричними функцiями та простором
мультимножин, цi задачi вивченi менше. Тому дослiдження топологiчної
транзитивностi та хаотичностi операторiв, пов’язаних iз симетричними та
субсиметричними полiномами, є актуальним.

Особливий iнтерес у цьому напрямi становлять оператори лiвого зсу-
ву на просторах мультимножин та впорядкованих мультимножин, а також
оператори диференцiювання, пов’язанi з алгебрами субсиметричних фун-
кцiй. Для таких операторiв важливим є встановлення умов топологiчної
транзитивностi, хаотичностi, а також застосування критерiю Кiтаї. Якщо
T – оператор у метричному просторi M, то суттєвим є встановлення умов,
за яких довiльних непорожнiх вiдкритих множин U, V ⊂ M iснує n ∈ N
таке, що T n(U)∩V 6= ∅. У сумiжних дослiдженнях цi властивостi розгляда-
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лися для операторiв композицiї, гiперциклiчностi на алгебрах симетричних
функцiй, а також для зсувоподiбних операторiв у роботах I. Чернеги, О. Го-
лубчака, З. Новосад, А. Загороднюка та iн. Тому є сенс вивчати динамiчнi
властивостi нелiнiйних операторiв на просторах мультимножин.

Дане дисертацiйне дослiдження поєднує кiлька сучасних напрямiв ма-
тематики: теорiю полiномiв на банахових просторах, теорiю субсиметри-
чних аналiтичних функцiй, метричну теорiю мультимножин та теорiю ди-
намiчних операторних систем. Таке поєднання дає змогу не лише погли-
бити вже вiдомi результати про симетричнi i субсиметричнi полiноми, а й
одержати новi результати про поведiнку нелiнiйних операторiв у просто-
рах, породжених цими структурами. У дисертацiйнiй роботi продовжено
дослiдження субсиметричних полiномiв та аналiтичних функцiй на банахо-
вих просторах, а також метричних структур на множинах мультимножин,
впорядкованих мультимножин та дослiдження динамiки операторiв лiвого
зсуву в цих просторах. Отриманi результати розвивають теорiю iнварiан-
тних полiномiв, фактор-просторiв i динамiчних властивостей вiдповiдних
операторiв, що i визначає наукову актуальнiсть дисертацiйного дослiдже-
ння.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiйну роботу виконано в межах реалiзацiї наукового проєкту “Ана-
лiз на спектрах злiченно породжених алгебр симетричних полiномiв i мо-
жливi застосування у квантовiй механiцi та iнформатицi” (реєстрацiйний
номер проєкту 2023.03/0198, термiн виконання 2024-2026 р.р.). Дисертацiй-
не дослiдження стало фрагментом даної науково-дослiдної роботи.

Мета та задачi дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є дослi-
дження субсиметричних полiномiв та аналiтичних функцiй на банахових
просторах, метричних структур на множинах мультимножин i впорядко-
ваних мультимножин, а також динамiчних властивостей операторiв, пов’я-
заних iз симетричними та субсиметричними структурами. Для досягнення
поставленої мети необхiдно розв’язати такi задачi:
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• дослiдити властивостi алгебр субсиметричних полiномiв на банахових
просторах X iз субсиметричним базисом;

• дослiдити можливостi продовження субсиметричних полiномiв на
ширшi класи просторiв зi збереженням їхнiх основних властивостей;

• дослiдити гомоморфiзми алгебр субсиметричних полiномiв;

• дослiдити субсиметричнi полiноми у функцiйних гiльбертових просто-
рах Хардi та просторах, породжених полiномами Чебишова;

• встановити застосування субсиметричних полiномiв у спектральнiй те-
орiї операторiв;

• дослiдити множини нулiв субсиметричних полiномiв на банахових про-
сторах та встановити їхнi властивостi;

• розглянути i дослiдити клас прото-субсиметричних функцiй, а також
з’ясувати їхнiй зв’язок iз субсиметричними полiномами та аналiтични-
ми функцiями;

• довести результати про апроксимацiю субсиметричних функцiй та
встановити умови наближення таких функцiй вiдповiдними полiно-
мами;

• дослiдити похiднi, пов’язанi iз субсиметричними функцiями, та вста-
новити їхнi основнi властивостi;

• побудувати метрику d на множинi мультимножин M+
X , узгоджену з

алгебраїчними операцiями наM+
X , та дослiдити її основнi метричнi й

топологiчнi властивостi;

• побудувати метрику на множинi впорядкованих мультимножин MX i
дослiдити її зв’язок з алгебраїчною та топологiчною структурою про-
стору;
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• дослiдити оператор лiвого зсуву Tλ : RX
+ → RX

+ у просторi муль-
тимножин та встановити умови, за яких для довiльних непорожнiх
вiдкритих множин U, V в RX

+ iснує n ∈ N таке, що Tnλ(U) ∩ V 6= ∅;

• дослiдити оператор лiвого зсуву у просторi впорядкованих мультимно-
жин та встановити умови його топологiчної транзитивностi;

• дослiдити оператори диференцiювання, пов’язанi iз субсиметричними
функцiями, та встановити умови їх змiшуваностi i хаотичностi.

Об’єктом дослiдження є субсиметричнi полiноми, аналiтичнi фун-
кцiї на банахових просторах, простори мультимножин i впорядкованих
мультимножин та оператори, пов’язанi з цими структурами.

Предметом дослiдження є алгебраїчнi, аналiтичнi та динамiчнi
властивостi субсиметричних полiномiв i пов’язаних з ними функцiй, а
також властивостi метрик на мультимножинах i впорядкованих мульти-
множинах та умови топологiчної транзитивностi i хаотичностi вiдповiдних
операторiв.

Методи дослiдження. Для розв’язування поставлених задач вико-
ристано методи нелiнiйного функцiонального аналiзу та абстрактної алге-
бри. Зокрема, для дослiдження властивостей субсиметричних полiномiв i
пов’язаних з ними аналiтичних функцiй використано методи функцiональ-
ного та полiномiального аналiзу. У процесi побудови метрик на мультимно-
жинах i впорядкованих мультимножинах застосовано метод дослiдження
алгебраїчних структур. Для встановлення динамiчних властивостей опера-
торiв лiвого зсуву та диференцiювання використано методи теорiї динамi-
чних систем, зокрема, критерiй Кiтаї для топологiчної транзитивностi.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi результати дисер-
тацiйної роботи є новими. У роботi вперше:

• дослiджено алгебраїчнi властивостi алгебри субсиметричних полiномiв
PS(`p), встановлено критерiй еквiвалентностi елементiв простору `p

через значення субсиметричних полiномiв:
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Теорема 2.1. Нехай x, y ∈ `p. Тодi x ' y, якщо iснує натуральне
число m ≥ dpe таке, що Pn(x) = Pn(y) i Pn,2n(x) = Pn,2n(y) для всiх
n ≥ m. У цьому випадку P (x) = P (y) для кожного субсиметричного
полiнома P .

Також розглянуто гомоморфiзми цiєї алгебри, доведено коректнiсть
та iзометричнiсть продовження субсиметричних полiномiв:

Твердження 2.4. Кожен субсиметричний полiном P на `p може бути
продовжений до полiнома PA на `p(A). Оператор продовження J :

P 7→ PA є лiнiйним, а PA
α1,...,αn

визначений рiвнiстю (2.5).

Твердження 2.5. Для кожного P ∈ PS(`p), ‖P‖= ‖PA‖;

• одержано застосування субсиметричних полiномiв у теорiї операторiв:

Теорема 2.3. Нехай A i B — нормальнi p-ядернi оператори з точко-
вими спектрами i однаковими власними векторами, так що власнi зна-
чення xi оператора A i власнi значення yi оператора B є ненульовими.
Тодi A = B, тодi i тiльки тодi, коли iснує натуральне число m ≥ |p|,
таке що trAn = trBn i tr[(A ∧ A2)n] = tr[(B ∧B2)n] для всiх n ≥ m.

Одержано критерiй рiвностi двох p-ядерних операторiв через збiг спе-
ктральних iнварiантiв, виражених субсиметричними полiномами, що
дозволило встановити новi властивостi субсиметричних полiномiв у
задачах теорiї операторiв

• дослiджено множини нулiв субсиметричних полiномiв у нескiнченно-
вимiрному випадку.

Твердження 2.7. Нехай X – нескiнченновимiрний комплексний лi-
нiйний простiр, а P – n-однорiдний C-значний полiном. Для кожного
x0 ∈ kerP iснує нескiнченна лiнiйно незалежна послiдовнiсть (x(k)) ⊂
X така, що для кожного m ∈ N,

P (t1x
(1) + t2x

(2) + · · ·+ tmx
(m)) = tn1P (x(1))+ tn2P (x(2))+ · · ·+ tnmP (x(m)),

та x0 належить лiнiйному пiдпростору, породженому (x(k)).
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Це твердження є базовим результатом для дослiдження структури
ядер n-однорiдних полiномiв у нескiнченновимiрних комплексних про-
сторах. Отриманий результат використано для подальшого аналiзу
множин нулiв субсиметричних полiномiв та їхнiх структурних власти-
востей у нескiнченновимiрному випадку;

• введено новий клас прото-субсиметричних функцiй, розширено клас
субсиметричних аналiтичних функцiй, що розглядаються на банахо-
вих просторах iз субсиметричним базисом. Крiм того, доведено фа-
кторiальнiсть алгебри прото-субсиметричного полiнома:

Теорема 2.6. Нехай напiвгрупа операторiв S на X така, що алгебра
PS(X) є факторiальною. Тодi алгебра прото-S-iнварiантних полiно-
мiв також є факторiальною. Зокрема, алгебра прото-субсиметричних
полiномiв є факторiальною;

• доведено результати про апроксимацiю субсиметричних функцiй, по-
казано, що стандартнi диференцiальнi та апроксимацiйнi властивостi
можна перенести на субсиметричнi функцiї;

• введено новi похiднi, узгодженi з операцiєю субсиметричного зсуву:

Означення 2.2. Субсиметрична функцiя f на X, що набуває значень
в деякому банаховому просторi, називається:

– субсиметрично диференцiйовною злiва (або ∂L-диференцiйовною)
за елементом h ∈ X в точцi x ∈ X, якщо iснує границя

∂Lf(x)(h) := lim
t→0

f(th / x)− f(x)

t
;

– субсиметрично диференцiйовною справа (або ∂R-диференцiйовною)
за елементом h ∈ X у точцi x ∈ X, якщо iснує границя

∂Rf(x)(h) := lim
t→0

f(x / th)− f(x)

t
;
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– субсиметрично диференцiйовною в серединi (або ∂M -диференцiйовною)
за елементом h ∈ X у точках x, y ∈ X, якщо iснує границя

∂Mf(x, y)(h) := lim
t→0

f(x / th / y)− f(x / y)

t
,

де t – скаляр з поля K.

Встановлено їхнiй зв’язок iз похiдною Гато:

Теорема 2.10. Iснують цiлком впорядкованi множини AR, AL та AM

такi, що для всiх x, y та h в X iснують xR, hR ∈ AR, xL, hL ∈ AL i
xM , yM , hM ∈ AM такi, що для кожної субсиметричної функцiї f, що
набуває значень у деякому банаховому просторi,

∂Rf(x)(h) = dfAR(xR)(hR),

∂Lf(x)(h) = dfAL(xL)(hL),

∂Mf(x, y)(h) = dfAM (xM + yM)(hM),

тобто, якщо iснують похiднi ∂Rf(x)(h), ∂Lf(x)(h) i ∂Mf(x, y)(h), то i
iснують похiднi Гато dfAR(xR)(hR), dfAL(xL)(hL), dfAM (xM + yM)(hM).

Показано, що цi результати дають змогу застосовувати стандартнi ди-
ференцiальнi властивостi до субсиметричних функцiй та отримувати
явнi формули для таких похiдних у випадку стандартних субсиметри-
чних полiномiв на `1;

• побудовано метрику на множинi мультимножинM+
X , яка є природною

областю визначення симетричних полiномiв та узгоджену з її алгебра-
їчними операцiями;

• побудовано метрику на множинi впорядкованих мультимножин MX ,

яка є природною областю визначення субсиметричних полiномiв, вста-
новлено її зв’язок з алгебраїчною i топологiчною структурою просто-
ру. Введено метрику, яка дає змогу коректно дослiджувати збiжнiсть,
неперервнiсть вiдображеннь та динамiчнi властивостi операторiв на
цьому просторi:
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Теорема 3.4. Метричний простiр (MX , d) не є повним для жодно-
го нескiнченновимiрного банахового простору X iз субсиметричним
базисом. Поповнення простору (MX , d) iзометричне простору X, роз-
глянутого з метрикою, породженою нормою простору X;

• встановлено умови топологiчної транзитивностi оператора лiвого зсу-
ву в просторi мультимножин, для цього використано критерiй транзи-
тивностi:

Теорема 3.6. Нехай Q — метрична напiвгрупа, а T — вiдображення з
Q в себе. Припустимо, що iснують щiльна пiдмножина Ω ⊂ Q i Ξ ∈ Q,
i для кожного u ∈ Ω iснує число m ∈ N та послiдовнiсть вiдображень
Su,k: Ξ→ Q, k ∈ N такi, що виконуються умови:

(i) Su,k(v)→ 0 для кожного v ∈ Ξ при k →∞;

(ii) для кожного u ∈ Ω, T k+m[Su,k(v) + u]→ v для кожного u ∈ Ω при
k →∞.

Тодi T є топологiчно транзитивним;

• дослiджено оператор лiвого зсуву B̃λ у просторi впорядкованих муль-
тимножин та встановлено умови його топологiчної транзитивностi:

Теорема 3.8. Якщо |λ|> 1, то B̃λ є топологiчно транзитивним наMX .

Новизна цього результату полягає в перенесеннi динамiчного аналiзу
з простору мультимножин на простiр впорядкованих мультимножин,
для якого попередньо побудовано вiдповiдну метрику;

• застосовано критерiй Кiтаї до операторiв диференцiювання, пов’яза-
них iз алгебрами субсиметричних функцiй, та одержано умови змiшу-
ваностi вiдповiдних операторiв:

Теорема 3.10. Нехай h ∈ `1 таке, що P1(h) > 1. Тодi оператори

∂L( · )(h): f 7→ ∂Lf(·)(h) and ∂R( · )(h): f 7→ ∂Rf(·)(h)
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є змiшуючими на HbS(`1).

Також встановлено хаотичнiсть вiдповiдних операторiв:

Теорема 3.11. Оператори ∂L та ∂R є хаотичними в просторi HbS(`1).

Новизна цього результату полягає у поширеннi методiв теорiї лiнiйної
динамiки на оператори диференцiювання, побудованi за допомогою
субсиметричних функцiй.

Практичне значення отриманих результатiв. Дисертацiйна ро-
бота має теоретичний характер. Її результати можна використати в теорiї
аналiтичних функцiй на банахових просторах, теорiї субсиметричних по-
лiномiв, у теорiї операторiв, зокрема при дослiдженнi динамiчних власти-
востей, а також у подальшому вивченнi метричних структур на мульти-
множинах i впорядкованих мультиножинах. Одержанi результати можуть
бути використанi також у навчальному процесi при викладаннi курсiв з
функцiонального аналiзу, теорiї операторiв, теорiї аналiтичних функцiй на
банахових просторах та динамiчних систем.

Особистий внесок здобувача. Усi результати дисертацiї, що вино-
сяться на захист, отримано авторкою самостiйно. У публiкацiї [22] А. За-
городнюку належать постановка задач та аналiз отриманих результатiв.
У роботi [7] авторцi дисертацiї належать результати роздiлiв 4 та 6, а та-
кож пiдроздiлу 7.2. У публiкацiї [24] А. Загороднюку належать постановка
задач, В. Кравцiв – аналiз отриманих результатiв та редагування тексту,
результати пiдроздiлу 2.3 належать В. Кравцiв.

Апробацiя результатiв роботи. Результати дисертацiйної роботи
доповiдалися та обговорювалися на:

• Мiжнародному семiнарi з сучасних тенденцiй в аналiзi та теорiї на-
ближень (Рим, Iталiя, 18 липня 2023 р.);

• Мiжнароднiй науковiй конференцiї, присвячена 55-рiччю факультету
математики та iнформатики (Чернiвцi, 28–30 вересня, 2023 р.);
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• Мiжнароднiй конференцiї, присвячена 145-рiччю з дня народження
Ганса Гана (Чернiвцi, 23–27 вересня 2024 р.)

• Мiжнародному семiнарi з сучасних проблем аналiзу, оптимiзацiї, апро-
ксимацiї та їх застосування (Рим, Iталiя, 25–27 червня 2025 р.)

• XII мiжнароднiй математичнiй конференцiї iменi Скоробагатька
(Львiв, 23–25 вересня 2025 р.);

• Звiтних наукових конференцiях викладачiв, докторантiв, аспiрантiв
Карпатського нацiонального унiверситету iменi Василя Стефаника.

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiковано у восьми друкова-
них працях, серед яких: три статтi у вiтчизняних та закордонних фахових
наукових виданнях [7, 22, 24], п’ять – у матерiалах мiжнародних наукових
конференцiй [19–21,23,48], три статтi опублiковано у виданнях, проiндексо-
ваних у базах даних Scopus та/або Web of Science Core Collection [7,22,24].

Структура та обсяг дисертацiї. Структура дисертацiйної роботи
складається iз вступу, трьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних дже-
рел i додатка. Повний обсяг роботи становить 140 сторiнок друкованого
тексту. Список використаних джерел займає 7 сторiнок i мiстить 53 най-
менування. Додаток займає 2 сторiнки, включаючи список публiкацiй за
темою дисертацiї та вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiйного
дослiдження.
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РОЗДIЛ 1. ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ I ПОПЕРЕДНI

ВIДОМОСТI

У цьому роздiлi наведено необхiдний теоретичний матерiал. Зроблено
огляд результатiв дослiджень, якi стосуються теми дисертацiї. Усi поняття
i твердження, якi не належать автору, наведено iз зазначенням авторства
i вiдповiдного посилання на джерело.

1.1. Огляд лiтератури

Дослiдження симетричних та iнварiантних полiномiв вiдiграють ва-
жливу роль в теорiї iнварiантiв, алгебрi та аналiзi. Iсторично теорiя си-
метричних полiномiв сформувалася в межах класичної алгебри та теорiї
iнварiантiв. У другiй половинi XX столiття цi iдеї були перенесенi в нескiн-
ченновимiрний аналiз, зокрема в теорiю полiномiв та аналiтичних фун-
кцiй на банахових просторах. Наприкiнцi XX – на початку XXI столiття
сформувався напрям дослiдження, пов’язаний iз симетричними полiнома-
ми, алгебрами аналiтичних функцiй та їх спектрами. У класичному скiн-
ченновимiрному випадку одним iз джерел, є теорiя симетричних функцiй,
розглянута, зокрема, у монографiї [38]. У нескiнченновимiрному випадку
ця тематика охоплює дослiдження полiномiв та аналiтичних функцiй на
банахових просторах, їхнiх алгебраїчних властивостей, спектрiв та питань
апроксимацiї, що розглядалося у [32] – [42], [8]. Перехiд вiд класичної тео-
рiї до функцiонально-аналiтичного пiдходу є одним iз ключових напрямiв
сучасних дослiджень у цiй галузi.

Значний внесок у розвиток симетричних та iнварiантних полiномiв на
банахових просторах зробили Р. Арон, П. Галiндо, Р. Аленкар, Р. Гонзало,
М. Маестре, П. Хаєк, А. Загороднюк, I. Чернега, Т. Василишин, С. Васи-
лишин, В. Кравцiв, Ф. Джавад, якi дослiджували рiзнi аспекти симетри-
чних, блочно-симетричних, суперсиметричних i субсиметричних полiномiв
та аналiтичних функцiй. Їхнi результати стосуються алгебраїчних базисiв,
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спектральних властивостей вiдповiдних алгебр, факторизацiї симетричних
полiномiв та застосування цих дослiджень в iнших напрямах функцiональ-
ного аналiзу.

Якщо простежити розвиток цього напряму в хронологiчному поряд-
ку, то можна видiлити декiлька етапiв. У 1970–1990-х роках дослiдження
зосереджувалися переважно на геометрiї банахових просторiв, базисних
структурах та загальних властивостях полiномiв на нескiнченновимiрних
просторах [37], [26], [46]. Нарикiнцi 1990-х – на початку 2000-х рокiв акти-
вiзувалися дослiдження симетричних полiномiв на банахових просторах,
зокрема на `p [1], [27]. Упродовж 2010–2020-х рокiв дослiдницький iнтерес
зосередився на спектрах, алгебрах аналiтичних функцiй, а також на метри-
чних i динамiчних аспектах симетричних та спорiднених структур [32], [50]-
[15].

Одним iз базових напрямiв є вивчення симетричних полiномiв на лiнiй-
них i банахових просторах. Для просторiв iз гамелевим базисом симетричнi
полiноми розглядаються як полiноми, iнварiантнi вiдносно перестановок
базисних векторiв, причому степеневi симетричнi полiноми утворюють ал-
гебраїчний базис вiдповiдної алгебри. У працях [38], [27] про симетричнi та
субсиметричнi полiноми цей метод дослiджено для нескiнченновимiрних лi-
нiйних просторiв, зокрема для c00, i далi перенесено на банаховi простори iз
базисом Шаудера, де симетричнiсть формулюється через перестановки ко-
ординат. Таким чином, симетричнi полiноми можна розглядати як модель
iнварiантних полiномiв у нескiнченновимiрному випадку.

Окремим важливим напрямом стало дослiдження алгебраїчних бази-
сiв алгебр симетричних полiномiв. У класичнiй теорiї важливу роль вiдi-
грають елементарнi та степеневi полiноми, тодi як у нескiнченновимiрному
випадку на просторах `p – степеневi суми вигляду

Pk(x) =
∞∑
i=1

xki , k ≥ dpe.

Такi полiноми описують алгебраїчнi базиси симетричних полiномiв на `p,
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а кожен симетричний полiном можна подати як полiном вiд скiнченної
кiлькостi степеневих сум [1], [10], [38]. Такий пiдхiд є важливим, оскiльки
дозволяє розглядати класичнi iдеї теорiї симетричних функцiй у банахових
просторах та описувати вiдповiднi алгебри.

Симетричнi полiноми та симетричнi аналiтичнi функцiї щодо рiзних
груп i напiвгруп дослiджували багато авторiв. У працях [1], [10] розгляда-
лися алгебри симетричних полiномiв та аналiтичних функцiй на банахових
просторах `p для 1 ≤ p < ∞, а також їх алгебраїчнi базиси та їх спектри.
У роботах [5], [13], [49] вивчалися блочно-симетричнi полiноми на `p та Lp.
Алгебри симетричних аналiтичних функцiй щодо абстрактних груп опера-
торiв дослiджувалися в [3], [4]. Отриманi результати показують, що симе-
трична теорiя охоплює не лише класичнi симетричнi полiноми, а й ширшi
класи iнварiантних функцiй та вiдображень.

У цих дослiдженнях важливу роль вiдiграють алгебри симетричних i
субсиметричних функцiй, якi позначаються через Hb(X), Hbs(X), PS(X).

При цьому для x ∈ `p розглядають функцiонал значення в точцi

δx : P 7→ P (x),

який використовується для опису спектральних властивостей алгебр симе-
тричних i спорiднених функцiй [9], [10]. Такi позначення є стандартними в
теорiї симетричних i субсиметричних полiномiв на банахових просторах i
використовуються для опису алгебраїчної структури.

Не менш важливим напрямом є вивчення спектрiв алгебр симетри-
чних аналiтичних функцiй. Для таких алгебр суттєвим є не лише опис
функцiоналiв значення в точках, а й виявлення нетривiальних комлексних
гомоморфiзмiв, якi не зводяться до пiдстановки до конкретного елемен-
та простору. Тому в працях [9], [10], присвячених алгебрам симетричних
аналiтичних функцiй на `p, дослiджувалися як точковi функцiонали

δx(P ) = P (x),

так i бiльш загальнi елементи спектра. Дослiдження спектра виявилося
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важливим не лише для класифiкацiї гомоморфiзмiв, а й для розумiння,
яким чином симетрiя простору впливає на топологiю алгебри функцiй.

Природним узагальненням симетричних полiномiв є субсиметричнi по-
лiноми, якi виникають на банахових просторах iз субсиметричним базисом.
Однiєю з основних праць у цьому напрямi є робота Ракель Гонсало [26], де
дослiджено мультилiнiйнi форми, субсиметричнi полiноми та асимптотичнi
моделi на банахових просторах. Далi цей пiдхiд вивчався в напрямi дослi-
джень алгебри субсиметричних полiномiв, їх множин нулiв, факторiально-
стi та застосувань. Для просторiв `1 вiдiграють важливу роль стандартнi
субсиметричнi полiноми вигляду

Pα1,...,αn(x) =
∑

i1<···<in

xα1

i1
· · ·xαnin ,

якi утворюють клас iнварiантних полiномiв, пов’язаних iз субсиметрични-
ми базисами. Для просторiв `p, 1 ≤ p <∞, виникають питання неперервно-
стi таких полiномiв, а також опису спорiднених алгебраїчних структур. Цi
об’єкти є важливими для подальшого дослiдження субсиметричних фун-
кцiй на банахових просторах.

Подальший розвиток цього напряму пов’язаний iз дослiдженням суб-
симетричних аналiтичних функцiй на банахових просторах iз субсиметри-
чним базисом. У працях [4], [25], [49] розглядалися S-iнварiантнi полiно-
ми щодо рiзних груп i напiвгруп операторiв на просторах `p та Lp, а зго-
дом цi дослiдження були продовженi для iнших груп i напiвгруп у робо-
тi [40], [7]. Для алгебр аналiтичних функцiй важливими є питання опису
спектра, структури комплексних гомоморфiзмiв та взаємозв’язку мiж полi-
номiальними та аналiтичними пiдалгебрами, що було розглянуто в [9], [10].
Крiм того, працi [17], [18] присвяченi полiномiальним алгебрам на банахо-
вих просторах, а роботи [42], [8] – питанням полiномiальної та аналiтичної
апроксимацiї.

Важливим є дослiдження алгебр аналiтичних функцiй, породжених
злiченними множинами полiномiв. Такi алгебри є узагальненням класи-
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чних полiномiальних алгебр i дають змогу вивчати спектральнi та стру-
ктурнi властивостi алгебр, коли породжувальна система не обмежується
скiнченним набором iнварiантних полiномiв. У роботах [32], [50] дослiджу-
валися спектри таких алгебр, а також операцiї на спектрах. Крiм того,
у [31] розглядалися iзоморфiзми деяких алгебр аналiтичних функцiй обме-
женого типу, а в [30], [44] – алгебри, породженi злiченними множинами
полiномiв та їхнi властивостi. Такi результати є важливими, оскiльки до-
зволяють розглядати симетричнi та спорiдненi алгебри.

Дослiдження симетричних аналiтичних функцiй виходили i за межi
алгебр функцiй обмеженого типу. У роботi [15] розглядалися необмеженi
симетричнi аналiтичнi функцiї на `1 i показано, що симетрична теорiя охо-
плює не тiльки алгебри типу Hb(X), а й iншi класи аналiтичних функцiй.

Важливим напрямом дослiдження є факторний пiдхiд до вивчення си-
метричних функцiй. Якщо X – банахiв простiр iз симетричним базисом, а
∼ – вiдношення еквiвалентностi, проджене перестановками координат, то
симетричнi полiноми та аналiтичнi функцiї розглядали у [9], [14] як фун-
кцiї на фактор-множинi X/∼ . У цьому випадку класи еквiвалентностi
можна iнтерпретувати через мультимножини ненульвих координат, а вiд-
повiднi алгебраїнi операцiї – через кiльця та напiвкiльця мультимножин,
що i представлено у роботах [14], [16].

Факторний пiдхiд є важливим ще й тому, що дозволяє перейти до ана-
лiзу класiв еквiвалентностi, породжених симетрiєю. Якщо x ∼ y означає,
що x i y вiдрiзняються лише перестановкою координат, то симетричнi полi-
номи стають функцiями на фактор-множинiX/∼ . У цiй моделi виникають
мультимножини, для яких можна визначити операцiї об’єднання та вiдпо-
вiднi напiвгруповi чи кiльцевi структури, наприклад,

[x] + [y] = [x • y].

Такий метод створює основу для подальшої топологiзацiї просторiв i побу-
дови на них динамiчних систем.

Iз розвитком мультимножин розширювалося i коло їх застосувань.
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Зокрема, у працi [29] розглянуто логiстичне вiдображення на кiльцi муль-
тимножин та запропоновано його застосування в економiчних задачах. У
роботах [13], [34] представлено суперсиметричнi полiноми та вiдповiднi ал-
гебраїчнi структури дослiджувалися в контекстi задач квантової фiзики.
Цi результати показали, що мультимножини, симетричнi та суперсиметри-
чнi полiноми є важливими не тiльки для функцiонального аналiзу, а й для
прикладних моделей, де поєднуються алгебраїчнi та динамiчнi властивостi.

Питання метризацiї множин мультимножин, пов’язаних iз симетрiєю,
виникло у зв’язку з дослiдженням не лише їх алгебраїчних, а й топологi-
чних властивостей. У попереднiх роботах [9], [14], [16], у яких дослiджува-
лися напiвкiльцевi та кiльцевi структури, фактично було закладено основу
для такого переходу, оскiльки мультимножини розглядалися як носiї алге-
браїчних операцiй. Вивчення симетричних функцiй на фактор-множинах
в [9], [14] показало, що для подальших дослiджень важливим стає тополо-
гiзацiя таких множин та побудови на них метрик.

Поряд iз цим розвивася метричний пiдхiд до симетричних функцiй. У
працi [40] дослiджувалися лiпшицевi симетричнi функцiї на банахових про-
сторах iз симетричним базисом i показано, що симетричнiсть може розгля-
датися не тiльки в межах полiномiальних або аналiтичних класiв функцiй,
а й у ширшому метричному контекстi. Важливим джерелом для такого пiд-
ходу є монографiя [51], присвячена лiпшицевим алгебрам. У цьому випадку
побудова метрик є продовженням уже наявних дослiджень симетричних
функцiй у метричних просторах.

Сучасний етап дослiдження – це зближення теорiї iнварiантних фун-
кцiй з лiнiйною та нелiнiйною динамiкою. Якщо ранiше симетричнi полiно-
ми розглядалися переважно як алгебраїчнi або спектральнi об’єкти, то в су-
часних дослiдженнях виступають основою для побудови операторiв i напiв-
груп на банахових просторах. Ця проблематика розглядалася у працях на
початку XXI столiття, де поряд з алгебраїчними властивостями вивчаються
транзитивнiсть, гiперциклiчнiсть та хаотичнiсть [28], [39], [47], [52], [12].
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Iнтерес до операторiв зсуву в теорiї динамiчих систем пояснюється
тим, що вони є одними з найпростiших, але водночас важливi моделi гiпер-
циклiчної поведiнки. Для класичного зсуву лiворуч

Bλ: (x1, . . . , xn, . . . ) = λ(x2, . . . , xn, . . . )

виникають фундаментальнi явища, пов’язанi з транзитивнiстю та хаотичнi-
стю, тому результати про зсувоподiбнi оператори вiдiграють важливу роль
для подальшого аналiзу нелiнiйних вiдображень [47]. Оператори зсуву ви-
конують роль базових моделей, на яких перевiряються загальнi динамiчнi
критерiї.

У широкому контекстi динамiки операторiв важливими є поняття ор-
бiти, гiперциклiчностi, топологiчної транзитивностi та хаотичностi, якi ви-
кладенi у монографiї [28]. Однiєю з перших праць у цьому напрямi є ро-
бота С. Ролевича [47], у якiй розглядалися орбiти елементiв i топологiчна
транзитивнiсть зсуву назад у вiдповiдних просторах. Подальшi дослiдже-
ння пов’язанi iз загальними критерiями топологiчної транзитивностi на
повних метричних просторах в [39], а також iз вивченням зсувоподiбних
операторiв на несепарабельних гiльбертових просторах в [45], [52]. Отри-
манi результати сформували загальний пiдхiд до подальшого дослiджен-
ня нелiнiйних аналогiв зсувiв на iнших просторах i фактор-структурах.
Окремо слiд вiдзначити, що питання динамiки дослiджувалося не лише
для лiнiйних операторiв, а й для операторiв, що на алгебрах симетричних
аналiтичних функцiй. Зокрема, у роботi [12] розглядали неперервнiсть i
гiперциклiчнiсть операторiв композицiї на алгебрах симетричних аналiти-
чних функцiй на банахових просторах. Поряд iз топологiчною транзитив-
нiстю та гiперциклiчнiстю в теорiї динамiки важливе мiсце посiдає також
властивiсть топологiчного змiшування. У класичнiй лiнiйнiй динамiцi змi-
шування, гiперциклiчнiсть та iншi властивостi розглядаються як ключовi
властивостi складної поведiнки операторiв [6], [28].

Отже, сучаснi дослiдження у цiй галузi поєднують алгебраїчний, фун-
кцiональний, метричний i динамiчний методи до вивчення симетричних та
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субсиметричних функцiй. Саме в цьому напрямi розглядаються задачi, що
представленi в дисертацiйнiй роботi.
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1.2. Попереднi вiдомостi

У цьому роздiлi наведено основнi поняття, означення та вiдомi резуль-
тати, що використовуються надалi в дисертацiйнiй роботi. Спочатку роз-
глядаються полiноми та аналiтичнi функцiї на банахових просторах, далi
– простори з симетричним i субсиметричним базисом, а також вiдповiд-
нi класи симетричних i субсиметричних функцiй. Окрему увагу придiлено
мультимножинам як факторнiй моделi для симетричних функцiй. Також
представлено необхiднi вiдомостi з теорiї динамiчних систем, що станов-
лять основу для топологiчної транзитивностi операторiв, розглянутих у
наступних роздiлах.

1.2.1. Полiноми та аналiтичнi функцiї на банахових просто-

рах

Теорiя полiномiв та аналiтичних функцiй на банахових просторах є
одним iз важливих напрямiв сучасного нелiнiйного функцiонального ана-
лiзу. Вона поєднує методи теорiї банахових просторiв, комплексного ана-
лiзу в нескiнченновимiрних просторах та алгебраїчної теорiї iнварiантiв. У
цiй теорiї полiноми виступають аналогом скiнченновимiрних алгебраїчних
функцiй, а аналiтичнi функцiї – вiдображення, що дає змогу дослiджувати
функцiї на банахових просторах.

Нехай X i Y – банаховi простори. Вiдображення Pn:X → Y нази-
вається n-однорiдним полiномом, якщо iснує n-лiнiйне вiдображення P n з
декартового добутку Xn = X × · · · ×X в Y таке, що P (x) = P n(x, . . . , x).

Скiнченна сума однорiдних полiномiв P (x) = P0(x) + P1(x) + · · · + Pm(x)

називається полiномом степеняm, де Pm 6= 0. В цьому випадку P0 є сталою
функцiєю в Y. Таке означення узагальнює класичне поняття полiнома на
нескiнченновимiрний випадок i є базовим для подальшого розгляду алгебр
полiномiв на банахових просторах.

Вiдомо, що полiном на банаховому просторi є неперервним тодi i тiльки
тодi, коли вiн обмежений на кожнiй обмеженiй пiдмножинi простору X.
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Норма неперервних полiномiв з X в Y визначається як

‖P‖= sup
‖x‖≤1

‖P (x)‖.

Нормована структура простору неперервних полiномiв дає можливiсть до-
слiджувати не лише алгебраїчнi, а й топологiчнi властивостi вiдповiдних
функцiй.

Нехай O – вiдкрита множина простору X. Функцiя f :X → Y нази-
вається аналiтичною (у комплексному випадку), якщо для кожної точки
x ∈ O iснує послiдовнiсть неперервних n-однорiдних полiномiв gn таких,
що

g(y) := f(x+ y) =
∞∑
n=0

gn(y) (1.1)

для всiх y, ‖y‖< rx, де rx > 0 є радiусом рiвномiрної збiжностi розкладу в
ряд Тейлора (1.1),

rx(f) =
(

lim sup
n→∞

‖fn‖1/n
)−1

.

Отже, аналiтичнi функцiї на банахових просторах локально описуються
степеневими рядами з однорiдних полiномiв, подiбно до класичної теорiї
функцiй однiєї чи багатьох комплексних змiнних.

У випадку, коли X i Y є комплексними банаховими просторами, тодi g
є обмеженим на кулi rB = {y: ‖y‖< r} для кожного r < rx та необмеженим
(невизначеним) на rB, якщо r > rx. Ця властивiсть пов’язує аналiтичнiсть
функцiї з її радiусом локального степеневого розкладу i є важливою для
дослiдження областей голоморфностi в нескiнченновимiрному випадку.

Функцiя на комплексному банаховому просторi X називається цiлою,
якщо вона аналiтична на всьому просторi X. Цiла функцiя називається
функцiєю обмеженого типу, якщо вона обмежена на кожнiй обмеженiй пiд-
множинi простору X. Еквiвалентно, f є цiлою, якщо радiус рiвномiрної збi-
жностi f в нулi є нескiнченним. Якщо f не є обмеженого типу, то кажуть,
що f функцiя необмеженого типу.

Сукупнiсть усiх цiлих аналiтичних функцiй обмеженого типу на ба-
наховому просторi X позначають через Hb(X). Цей простiр є алгеброю
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Фреше вiдносно топологiї рiномiрної збiжностi на обмежених множинах.
Якщо f є аналiтичною в деякому околi нуля rB, то її розклад у ряд

Тейлора на rB має вигляд

f(x) =
∞∑
n=0

fn(x)

та n-однорiднi полiноми fn можна виразити як

fn(x) =
n!

2π

∫ π

−π
einθf(eiθx)dθ. (1.2)

Ця формула є важливою, оскiльки дає змогу видiлити однорiднi складовi
аналiтичної функцiї та дослiджувати їх окремо. Якщо f є S-iнварiантною
вiдносно напiвгрупи S лiнiйних операторiв на X, то з (1.2) випливає, що
кожен n-однорiдний полiном fn є також S-iнварiантним. Також, позначив-
ши

df(x)(z) = lim
t→0

f(x+ tz)− f(x)

t

похiдну Гато функцiї f в точцi x в напрямку z, i

dnf(x)(z) = d(· · · (df(x)(z))(z) · · ·),

вiдповiдно n-ту похiдну Гато, маємо, fn(z) = dnf(x)(z)/n! i, отже, для f
можна записати формулу Тейлора у такому виглядi:

f(x+ z) =
∞∑
n=0

dnf(x)(z)

n!
.

Кожному дiйсному банаховому простору X можна поставити у вiдпо-
вiднiсть його комплексне розширення (коплексифiкацiю) XC, що складає-
ться з векторiв {(x, y) = x+ iy:x, y ∈ X}, де

‖(x, y)‖= ‖x+ iy‖= sup
φ∈X∗,
‖φ‖=1

√
(φ(x))2 + (φ(y))2

Бiльше того, якщо h – дiйсна функцiя, визначена на вiдкритiй множи-
нi дiйсного простору X, яка є аналiтичною в деякiйм точцi x з радiусом
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збiжностi rx > 0 у цiй точцi, то iснує комплекснозначна функцiя hC визна-
чена на вiдкритiй множинi комплесифiкацiї XC, яка є аналiтичною в точцi
(x, 0) ∈ XC з радiусом збiжностi щонайменше rx/2e та така, що обмежен-
ня hC на X дорiвнює h [8]. Це дає змогу застосувати методи комплесного
аналiзу до задач на дiйсних банахових просторах.

Таким чином, полiноми та аналiтичнi функцiї на банахових просто-
рах є основними об’єктами дослiдження в нескiнченновимiрному аналiзi.
Полiноми визначаються через скiнченнi суми однорiдних полiномiв, а ана-
лiтичнi функцiї – як вiдображення, що подаються через розклади в ряди
однорiдних полiномiв. Серед аналiтичних функцiй особливу роль вiдiграє
алгебра Hb(X) цiлих функцiй обмеженого типу, оскiльки її елементи допу-
скають розклади у ряди Тейлора, якi рiвномiрно збiгаються на обмежених
множинах. Саме цi поняття використовуються далi при розглядi симетри-
чних та субсиметричних функцiй.

1.2.2. Банаховi простори з симетричним та субсиметричним

базисом

При дослiдженнi симетричних i субсиметричних полiномiв, аналiти-
чних функцiй на банахових просторах важливу роль вiдiграє базис, який
узгоджений з вiдповiдними перетвореннями координат. Саме властивостi
базису визнчають, якi перестановки, вкладення або зсуви координат зберi-
гають структуру простору, якi класи iнварiантних функцiй можна розгля-
дати. У симетричному випадку розглядають iнварiантнiсть вiдносно до-
вiльних перестановок координат, у субсиметричному випадку – iнварiан-
тнiсть вiдносно переходу до зростаючих пiдпослiдовностей базису.

Нехай X – банахiв простiр. Послiдовнiсть векторiв (en), n ∈ N назива-
ється базисом Шаудера простору X, якщо вона лiнiйно незалежна i кожен
x ∈ X можна однозначно подати як

x =
∞∑
n=1

xnen, xn ∈ C, (1.3)
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де ряд (1.3) збiгається в просторi X. Наявнiсть базису Шаудера дає змогу
описувати елементи простору за допомогою координат, що є фундамен-
тальним для введення симетричних i субсиметричних класiв функцiй.

БазисШаудера (en) називається безумовним, якщо (1.3) збiгається без-
умовно для всiх x ∈ X. Ця властивiсть означає, що збiжнiсть ряду не по-
рушується при перестановцi координат, тому безумовнiсть є однiєю з умов
у побудовi субсиметричних базисiв.

Базис Шаудера (en) називається симетричним, якщо для кожного бi-
єктивного вiдображення (перестановки) σ:N → N, еквiвалентний базису
(eσ(n)), тобто ряд

∑∞
n=1 xnen збiгається тодi i тiльки тодi, коли

∑∞
n=1 xneσ(n)

збiгається. Таким чином, симетричний базис забезпечує iнварiантнiсть про-
стору вiдносно довiльних перестановок координат. Саме на таких просто-
рах природно розглядати симетричнi полiноми та аналiтичнi функцiї.

Базис Шаудера (en) називається поширювано-iнварiантний, якщо
для кожного зростаючого вiдображення σ:N → N є еквiвалентним базису
(eσ(n)). На вiдмiну вiд симетричного базису, у цьому випадку розглядається
iнварiантнiсть лише вiдносно зростаючих вiдображень множини iндексiв.

Базис Шаудера (en) називається субсиметричним, якщо вiн є одноча-
сно безумовним i поширювано-iнварiантним (див. [17,37]). Субсиметричний
базис поєднує збiжнiсть базисного розкладу та iнварiантнiсть вiдносно зро-
стаючих вкладень множини iндексiв. За допомогою банахових просторiв iз
субсиметричним базисом можна дослiджувати субсиметричнi функцiї.

Добре вiдомо, що не кожен сепарабельний банахiв простiр має базис
Шаудера. Проте, кожен лiнiйний простiр має базис Гамеля (або лiнiйний
базис). Лiнiйно незалежна сiм’я векторiв (eγ), де γ пробiгає деяку множину
iндексiв Γ називається базисов Гамеля у лiнiйному просторi X якщо кожен
вектор цього простору можна подати у виглядi скiнченної лiнiйної ком-
бiнацiї векторiв (eγ). Вiдомо, що кожну лiнiйно незалежну послiдовнiсть
векторiв у X можна доповнити до деякого базису Гамеля в X.

Отже, банаховi простори симетричним та субсиметричним базисом
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утворюють два природнi класи просторiв, на яких дослiджуються вiдпо-
вiднi iнварiантнi полiноми й аналiтичнi функцiї. У першому випадку ва-
жливою є iнварiантнiсть вiдносно довiльних перестановок координат, а у
другому – поєднання безумовностi базису з iнварiантнiстю вiдносно пере-
ходу до зростаючих пiдпослiдовностей. Саме цi структурнi властивостi є
основою для дослiдження симетричних полiномiв та аналiтичних функцiй,
а також субсиметричних функцiй.

1.2.3. Симетричнi полiноми та аналiтичнi функцiї

Симетричнi полiноми на банахових просторах є узагальненням класи-
чних симетричних полiномiв багатьох змiнних. У просторi `p, 1 ≤ p < ∞,
симетричнiсть розумiють як iнварiантнiсть вiдносно перестановок коорди-
нат. Вiдповiдно, симетричнi аналiтичнi функцiї є аналiтичними функцiями,
значення яких не змiнюється при перестановцi координат. Такi полiноми i
функцiї утворють важливий клас iнварiантних функцiй, тiсно пов’язаний
зi структурою простору та алгеброю iнварiантiв.

У теорiї симетричних полiномiв на `p важливу роль вiдiграють степе-
невi суми

Pk(x) =
∞∑
i=1

xki , k ≥ dpe.

Цi полiноми називаються симетричними та утворюють алгебраїчний базис
в алгебрi симетричних полiномiв на `p. dpe – це верхня цiла частина числа
p, а банахiв простiр `p складається з векторiв x = (x1, . . . , xi, . . .) таких, що

‖x‖=
( ∞∑

i=1

|xi|p
)1/p

<∞.

Iншими словами, для кожного симетричного полiнома P степеня n на `p
iснує єдиний полiном q(t1, . . . , tn−dpe+1) вiд n− dpe+ 1 змiнних такий, що

P (x) = q(Pdpe(x), . . . , Pn(x)), x ∈ `p.

Поряд iз симетричними полiномами розглядають i симетричнi аналi-
тичнi функцiї. Аналiтичну функцiю f : `p → C називають симетричною,
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якщо для кожної перестановки σ:N → N i кожного x = (x1, x2, . . . ) ∈ `p

виконується рiвнiсть

f(xσ(1), xσ(2), . . . ) = f(x1, x2, . . . ).

Алгебри симетричних аналiтичних функцiй на цих просторах дослiджува-
лися у багатьох роботах [1, 4, 10], при цьому вивчалися їхнi алгебраїчнi та
спектральнi властивостi. Зокрема, окрему увагу придiлено алгебрам симе-
тричних аналiтичних функцiй обмеженого типу, якi є симетричним ана-
логом алгебри Hb(X) цiлих функцiй обмеженого типу. У такому випадку
симетричнi аналiтичнi функцiї є природним продовженням симетричних
полiномiв, оскiльки iнварiантнiсть вiдносно перестановок координат узго-
джується з розкладом аналiтичної функцiї в ряд Тейлора.

Отже, симетричнi полiноми та симетричнi аналiтичнi функцiї станов-
лять важливий клас iнварiантних функцiй на просторах `p. Симетричнi
полiноми на цих просторах представленi через степеневi суми Pk(x), якi
утворюють алгебраїчний базис вiдповiдної алгебри. Це створює пiдґрунтя
для подальшого дослiдження алгебр симетричних аналiтичних функцiй та
їх властивостей.

1.2.4. Субсиметричнi функцiї

Поняття субсиметричних функцiй виникає як узагальнення симетри-
чних функцiй для банахових просторiв iз субсиметричним базисом. На
вiдмiну вiд симетричного випадку, де iнварiантнiсть задається групою пе-
рестановок координат, у субсиметричному випадку розглядають iнварiан-
тнiсть вiдносно напiвгрупи операторiв, що вiдповiдають переходу до пiд-
послiдовностей, якi зберiгають порядок iндексiв. Такий пiдхiд дає змогу
дослiджувати ширший клас полiномiв та аналiтичних функцiй на просто-
рах `p, 1 ≤ p <∞ та iнших просторах з субсиметричним базисом.

Позначимо через S напiвгрупу, породжену наступною послiдовнiстю
лiнiйних операторiв Cj, j ∈ N на банаховому просторi X з субсиметричним
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базисом:

Cj: (x1, . . . , xn, . . .) 7→ (x1, . . . , xj−1, 0, xj, xj+1 . . .), j ∈ N. (1.4)

Для заданої послiдовностi n = (n1, n2, . . . , nk, . . .) ⊂ N позначимо

Cn:x =
∞∑
n=1

xnen 7→
∞∑
n=1

xnenk.

Нехай S напiвгрупа породжена всiма операторами Cn. Такi оператори, по-
в’язанi з субсиметричним базисом i надалi використовується при означеннi
субсиметричних функцiй.

Функцiя f :X → C називається субсиметричною або S-симетричною,
якщо f ◦A(x) = f(A(x)) = f(x) для кожного A ∈ S, а f є S-симетричною,
якщо f ◦ A(x) = f(A(x)) = f(x) для кожного A ∈ S. Очевидно,S ⊂ S,

тому З [26] вiдомо, що наступнi (стандартнi) субсиметричнi полiноми

Pα1,...,αn(x) =
∑

i1<···<in

xα1

i1
· · ·xαnin , αj ≥ dpe

утворюють лiнiйний базис у лiнiйному просторi субсиметричних полiномiв
на `p. Зокрема, будь-який m-однорiдний субсиметричний полiном можна
однозначно представити як скiнченну лiнiйну комбiнацiю стандартних суб-
симетричних полiномiв Pα1,...,αn таких, що α1 + · · · + αn = m. Позначимо
через S мiнiмальну напiвгрупу, породжену операторами Cj, а через PS(X)

– алгебру всiх субсиметричних полiномiв наX. У дослiдженнях цього класу
полiномiв розглядаються побудова базису, опис алгебраїчних властивостей,
зв’язок з алгебрами субсиметричних аналiтичних функцiй обмеженого ти-
пу. Тому алгебра PS(X) є полiномiальним аналогом вiдповiдних алгебр
iнварiантних аналiтичних функцiй.

Отже, субсиметричнi функцiї на банахових просторах iз субсиметри-
чним базисом утворюють клас iнварiантних функцiй, який мiстить як суб-
симетричнi полiноми, так i субсиметричнi аналiтичнi функцiї. Основними
iнструментами їх дослiдження є оператори Cj та Cn, алгебра PS(X), а та-
кож твердження про перехiд вiд субсиметричностi до S-симетричностi для
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неперервних функцiй. Саме цi вiдомi факти використовуються при розгля-
дi структурних та алгебраїчних властивостей вiдповiдних функцiй.

1.2.5. Мультимножини, пов’язанi з симетричними полiнома-

ми

При дослiдженнi симетричних функцiй на банахових просторах вини-
кає факторизацiя простору за дiєю групи симетрiй. Нехай S — напiвгрупа
iзометричних операторiв у банаховому просторi X. Тодi фактор-простiр
X/S, що складається з орбiт вiдносно дiй S на X, можна розглядати як
область визначення S-симетричних вiдображень. Набiр X/S може мати
нетривiальну алгебраїчну та топологiчну структуру. Той випадок, коли
X = `1 i S — група перестановок базисних векторiв, розглянуто в [9, 35] i
в [14] для бiльш загального випадку. Зокрема, дослiджувалися пiвкiльцевi
та кiльцевi структури, пов’язанi з X/S, топологiзацiями X/S та застосу-
вання симетричних функцiй на банахових просторах. Зазначимо, що X/S
можна ототожнити з множиною мультимножин, оскiльки будь-який еле-
мент X/S є сiм’єю неупорядкованих чисел iз можливими повтореннями,
тобто мультимножиною.

Клас еквiвалентностi, що мiстить x, позначимо як [x]. Фактор-
множина M+

X = X/∼ складається з множин (можливо, нескiнченних)
мультимножин ненульових чисел [x] = {xk : k ∈ supp(x), x ∈ X} i класу
[0] = {(0, 0, 0, . . . )}.

Зауважимо, що (x1, . . . , xn, . . . ) ∼ (0, x1, . . . , xn, . . . ), i оскiльки ряд∑
n xnen збiгається в X, кожна ненульова координата xk має скiнченну

кратнiсть у [x].
Визначимо асоцiативну операцiю напiвгрупи наM+

X у виглядi

[x] + [z] = [x] ∪ [z].

Тодi (M+
X ,+) є комутативною напiвгрупою. Якщо [x] + [z] = [x] + [u], то

[z] = [u], тобто виконується закон скорочення. Якщо позначити x•z вектор
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(x1, z1, x2, z2, . . . ), то
[x] + [z] = [x • z].

Добре вiдомо, що будь-яка комутативна напiвгрупа зi скороченням може
бути вкладена (як напiвгрупа) в комутативну групу за допомогою так зва-
ного розширення Гротендiка, яке є єдиним з точнiстю до iзоморфiзму. Роз-
ширення Гротендiка множини (M+

X ,+) можна побудувати наступним чи-
ном.

Нехай
M+

X ×M
+
X = {([y], [x]) : [x], [y] ∈M+

X}

буде декартовим квадратом M+
X . Розглянемо наступне вiдношення еквi-

валентностi на M+
X × M

+
X : ([y], [x]) ≈ ([v], [u]) тодi i тiльки тодi, коли

[y]\[x] = [v]\[u] та [x]\[y] = [u]\[v]. Зокрема, маємо ([y] + [a], [x] + [a]) ≈
([y], [x]) для кожного [a] ∈M+

X . Надалi будемо використовувати позначен-
ня [(y|x)] = [[y]|[x]] = [(. . . , y2, y1|x1, x2, . . . )] для класу, що мiстить ([y], [x]),
аMX — для фактор-множиниM+

X ×M
+
X/≈.

Операцiя напiвгрупи поширюється наMX так:

[[y]|[x]] + [[v]|[u]] = [[y] + [v]|[x] + [u]].

Оскiльки [(x|x)] = [(0|0)] = [0] ∈ MX , то для оберненого елемента
маємо [(y|x)] = [(x|y)]. Таким чином, (MX ,+) є комутативною групою.
Використовуючи “симетричне перенесення” операцiї на X, x • z, можемо
записати:

[[y]|[x]] + [[v]|[u]] = [(y|x)] + [(v|u)] = [(y • v|x • u)].

Припускаємо, що M+
X є пiдмножиною MX щодо вкладення [x] 7→

[(0|x)].
Елемент (y′|x′) класу [(y|x)] називається незвiдним, якщо для будь-

яких iндексiв i та j, x′i 6= y′j. Вiдомо у [14, 35], що для кожного [(y|x)] ∈
MX iснує незвiдне представлення, i воно єдине з точнiстю до перестановок
(окремо для координат x i y).
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Таким чином, мультимножини є факторною моделлю для симетри-
чних функцiй на банахових просторах iз симетричним базисом. Перехiд вiд
елемента x ∈ X до класу еквiвалентностi [x] дозволяє ототожнити векто-
ри, що вiдрiзняються лише перестановкою координат, i тим самим перейти
вiд функцiй на X до функцiй на фактор-множинi X/∼ . Тому мультимно-
жини є важливими при дослiдженнi симетричних полiномiв, симетричних
аналiтичних функцiй та пов’язаних з ними алгебраїчних i топологiчних
конструкцiй.

1.2.6. Основи динамiчних систем у метричних просторах

Нехай M — метричний простiр, а T — неперервне вiдображення T :

M → M . Кажуть, що пара (T,M) є дискретною динамiчною системою на
M , враховуючи послiдовнiсть вiдображень {T n}, n ∈ N [28].

Для точки x ∈ M орбiтою точки x вiдносно вiдображення T називає-
ться множина

Orb(x, T ) = {T n(x) : n ∈ N ∪ {0}}.

Саме властивостi орбiт визначають основнi динамiчнi характеристики си-
стеми.

Неперервне вiдображення T :M → M називається гiперциклiчним,
якщо iснує такий елемент a ∈ M , що орбiта {T n(a) : n ∈ N} є всюди
щiльною в M .

Означення 1.1. Динамiчна система (T,M) називається топологi-
чно транзитивною, якщо для будь-яких вiдкритих непорожнiх пiдмно-
жин U, V множини M iснує таке k ≥ 0, таке що T k(U) ∩ V 6= ∅.

Точка x ∈ M називається перiодичною для вiдображення T , якщо
iснує n ∈ N таке, що

T n(x) = x.

Найменше таке число n називається перiодом точки x.
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Неперервне вiдображення T :M → M називається хаотичним (у сенсi
Девенi), якщо воно є топологiчно транзитивним i множина його перiоди-
чних точок є щiльною в M . Вiдомо [28, с. 13], що хаотичне вiдображення
має чутливу залежнiсть вiд початкових умов, тобто, iснує константа δ > 0

така, що для кожного x ∈ X та ε > 0, iснує деякий елемент y ∈ X with
d(x, y) < ε такий, що для деякого номера n ≥ 0, d(T n(x), T n(y)) > δ, де d
– метрика простору M .

Вiдомо, що якщо M є повним сепарабельним простором, то T є гiпер-
циклiчним тодi i тiльки тодi, коли вiн є топологiчно транзитивним [28, с. 10].
Тому в таких просторах хаотичнiсть часто розглядають як поєднання гi-
перциклiчностi та щiльностi множини перiодичних точок.

Вiдомо [47], що вiдображення зсуву назад

Bλ: (x1, . . . , xn, . . . ) 7→ λ(x2, . . . , xn, . . . ),

де λ ∈ C, |λ|> 1, є топологiчно транзитивним лiнiйним оператором, якщо
X = `p, 1 ≤ p < ∞, або якщо X = c0. У роботах [39, 45, 52] розглянуто
деякi узагальнення вiдображення зсуву назад для неперервних банахових
просторiв.

Оператор T називається змiшуючим, якщо для кожної пари U, V не-
порожнiх вiдкритих пiдмножин X iснує число N таке, що

T n(U)
⋂

V 6= ∅ для всiх n ≥ N.

Очевидно, якщо оператор T є змiшуючим, то вiн є топологiчно транзи-
тивним [28, с. 10]. Крiм того, наведений нижче вiдомий результат (див.,
наприклад, [28, с. 71]) дає важливi умови, за яких оператор T є змiшую-
чим на X.

Теорема 1.1. Критерiй Кiтаї. Якщо iснують щiльнi пiдмножини X0,

Y0 ⊂ X i вiдображення S:Y0 → Y0 такi, що для будь-яких x ∈ X0 та
y ∈ Y0 виконуються умови:

(i) T n(x)→ 0 при n→∞,
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(ii) Sn(y)→ 0 при n→∞,

(iii) T ◦ S(y) = y,

то оператор T є змiшуючим.

Таким чином, поняття орбiти, гiперциклiчностi, топологiчної транзи-
тивностi та хаотичностi є базовими для дослiдження динамiки операторiв,
пов’язаних iз симетричними та субсиметричними полiномами.
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РОЗДIЛ 2

СУБСИМЕТРИЧНI АНАЛIТИЧНI ФУНКЦIЇ

У цьому роздiлi дослiджуються алгебраїчнi, аналiтичнi та спектральнi
аспекти субсиметричних полiномiв i пов’язаних з ними функцiй. Зокрема,
розглянуто розширення субсиметричних полiномiв на простори `p та `p(A)

для впорядкованої множини A, а також застосування отриманих результа-
тiв до задач про спектри операторiв. Наведено приклади субсиметричних
полiномiв у функцiйних гiльбертових просторах та дослiджено їхнi власти-
востi. Окрему увагу придiлено нулям субсиметричних полiномiв, факто-
рiальностi вiдповiдних алгебр i введенню прото-субсиметричних функцiй.
Крiм того, у роздiлi розглянуто пiдроздiли, присвяченi апроксимацiї суб-
симетричних функцiй та похiдним, пов’язаним iз субсиметричними фун-
кцiями, що доповнює загальну картину їхньої структури та властивостей.
Результати, наведенi в даному роздiлi, опублiковано в таких працях: [22,24].

2.1. Властивостi субсиметричних полiномiв

Як було зауважено, кожна S-симетрична функцiя є субсиметричною.
У наступному твердженнi показано, що вiрно i навпаки для неперервних
функцiй.

Твердження 2.1. Нехай f – неперервна субсиметрична фун-
кцiя на банаховому просторi X з субсиметричним базисом. Тодi f є
S-симетричною.

Доведення. Нехай n = (n1, n2, . . . , nk, . . .), де x ∈ X, i z = Cn(x). Для
кожного N ∈ N позначимо

xN =
N∑
k=1

xkek та zN =
N∑
k=1

xkenk.

Легко перевiрити, що для кожного N iснує AN ∈ S таке, що zN = AN(xN).

Очевидно, що xN → x, а zN → z при N → ∞. Оскiльки f неперервна, то
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f(xN) → f(x) та f(zN) → f(z) = f(Cn(x)) при N → ∞. З iншого боку,
оскiльки f є субсиметричною, то

f(xN) = f(AN(xN)) = f(zN),

отже, f(xN) → f(Cn(x)) при N → ∞. Таким чином, f(x) = f(Cn(x)) для
кожної пiдпослiдовностi n.

Наслiдок 2.1. Нахай f – поточкова границя неперервних субсиме-
тричних функцiй fn на X. Тодi f буде S-симетричною функцiєю.

Доведення. Оскiльки функцiї fn неперервнi, то за попереднiм тверджен-
ням, вони S-симетричнi. Тому для кожного оператора Cn ∈ S,

f ◦ Cn(x) = lim
n→∞

fn ◦ Cn(x) = lim
n→∞

fn(x) = f(x).

Отже, є S-симетричною функцiєю.

Нагадаємо, що функцiя f мiж топологiчними просторами називається
функцiєю першого класу Бера, якщо вона є поточковою границею послi-
довностi неперервних функцiй. З наслiдку 2.1 формально не випливає, що
кожна субсиметрична функцiя першого класу Бера буде S-симетричною i
ми не знаємо чи це так. Згiдно з [46], кожен полiном (полiномiальний опе-
ратор) першого класу Бера з банахового простору X в банахiв простiр Y
є неперервним. Тому кожен субсиметричний полiном першого класу Бера
буде S-симетричним.

Покажемо, що розривнi субсиметричнi функцiї можуть не бути S-
симетричними.

Приклад 2.1. Виберемо в просторi c0 стандартний базис Шаудера
en i продовжимо його до деякого базису Гамеля (eγ), де γ пробiгає деяку
множину iндексiв Γ. Тодi, кожен вектор x ∈ c0 можна подати у виглядi
скiченної лiнiйної комбiнацiї базисних векторiв. Тобто iснує номерm ∈ N,
який залежить вiд x i такий, що

x =
m∑
i=1

xγieγi.
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Тому, для довiльного натурального k ми можемо визначити полiном

Qk(x) =
∑
γ∈Γ

xkγeγ.

Полiном Qk є iнварiантним вiдносно дiї операторiв з групи S, тобто
є субсиметричним. Проте, Qk не може бути неперервним бо на c0 не
iснує неперервного субсиметричного полiнома, вiдмiнного вiд константи
[26]. Покажемо, що базис Гамеля (eγ) можна вибрати так, що Qk не
буде S-симетричним для кожного натурального k. Справдi, нехай x =

(x1, . . . , xn, . . .) такий вактор в c0, що всi координати xn не дорiвнюють
нулю. Наприклад, ми можемо покласти xn = 1/n. Визначимо eγ1 = x,

eγ2 = (0, x1, 0, x3, 0, x5, . . .),

eγ3 = (0, 0, x2, 0, x4, 0, x6, . . .).

Цi вектори є лiнiйно незалежними i, бiльше того, множина {en} ∪ eγ1 ∪
eγ2 ∪ eγ3 є лiнiйно незалежною. Тому ми можемо вибрати базис Гаме-
ля (eγ) так, що вiн буде мiстити цю множину. З iншого боку, згiдно з
означенням Qk,

Qk(eγ1) = 1 i Qk(eγ2+γ3) = 1 + 1 = 2.

Проте, якщо Qk – S-симетричний, то

Qk(eγ2+γ3) = Qk((0, x1, . . . , xn, . . .)) = Qk(x) = Qk(eγ1) = 1.

Суперечнiсть.
Ми не знаємо, чи можна вибрати базис Гамеля (eγ) так, що всi по-

лiноми Qk будуть S-симетричними.

Нагадаймо, що лiнiйний простiр скiнченних послiдовностей c00 скла-
дається з векторiв вигляду x = (x1, . . . , xm, 0, . . . ) ∈ c00, для деякого на-
турального числа m, що залежить вiд вектора x. Тобто, вектори en =

(0, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0, . . .) утворюють базис Гамеля в c00. Визначимо

x̌ = (xm, xm−1, . . . , x1, 0, 0, . . . ).
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Також, для x = (x1, . . . , xm, 0, . . . ), y = (y1, . . . , yn, 0, . . . ) ∈ c00 введемо
операцiю /, поклавши

x / y = (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn, 0, . . . ).

Формально означення x̌ та x / y залежать вiд числа m, яке обмежує
кiлькiсть ненульових координат вектора x. Проте легко перевiрити, що для
кожного P ∈ PS(c00)

P (x̌) = lim
k→∞

P (xk, xk−1, . . . , x1, 0, 0, . . . ), (2.1)

та
P (x / y) = lim

k→∞
P (x1, x2, . . . , xk, y1, y2, . . . ). (2.2)

Правi частини у (2.1) та (2.2) не залежать вiд вибору m, тому цi фор-
мули можна використати для продовження вiдповiдних означень у бiльш
загальному випадку.

Наведемо кориснi тотожностi. Безпосереднi обчислення (див. [17, 18])
показують, що для x, y ∈ c00

Pα1,...,αm(x / y) =
m+1∑
j=0

Pα1,...,αj(x)Pαj+1,...,αm(y), (2.3)

де за домовленiстю P∅ ≡ 1.

Крiм того, очевидно, що

Pα1,...,αm(x̌) = Pαm,...,α1
(x), x ∈ c00. (2.4)

Надалi формули (2.1)–(2.4) використовуватимуться для побудови го-
моморфiзмiв алгебри PS(`p) та продовження субсиметричних полiномiв на
простори `p(A).

Розглянемо простори `p для 1 ≤ p < ∞. Лiнiйний простiр c00 є щiль-
ним у банаховому просторi `p для кожного 1 ≤ p < ∞. Отже, якщо суб-
симетричний полiном P на c00 є неперервним у топологiї `p, то ми можемо
продовжити його до неперервного субсиметричного полiнома на `p.
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Як вiдомо, стандартнi субсиметричнi полiноми Pα1,...,αn визначенi i не-
перервнi на `p, тодi i тiльки тодi, коли кожне αj ≥ dpe [26]. Зокрема, кожен
субсиметричний полiном на c00 можна продовжити до субсиметричного по-
лiнома на `1 так, що для кожного x ∈ `1

Pα1,...,αn(x) =
∑

i1<···<in

xα1

i1
· · ·xαnin .

Також, вiдомо що c0 не мiстить жодного субсиметричного полiнома, вiдмiн-
ного вiд константи [26]. З iншого боку, iснують субсиметричнi неперервнi
функцiї на c0. Наприклад, f(x) = ‖x‖ є симетричною (також субсиметри-
чною) на c0. Наступна функцiя є субсиметричною, але не є симетричною
на c0

g(x) = max
i∈N
|xi|‖(xi+1, xi+2, . . .)‖2= max

i<j
|xi||xj|2.

Позначимо через PS(`p) алгебру всiх неперервних субсиметричних по-
лiномiв на `p.

Для кожного x ∈ `p вiдображення

δx : P 7→ P (x)

є так званим комплексним гомоморфiзмом значення в точцi для PS(`p). Dи-
значаємо вiдношення еквiвалентностi на `p таким чином, що x ' y, якщо
iснують оператори τ1 i τ2 в S, такi що τ1(x) = τ2(y). Аналогiчно, x ∼ y,
якщо iснують оператори σ1 i σ2 в напiвгрупi всiх пiдстановок базисних ве-
кторiв S, такi що σ1(x) = σ2(y). Фактор множинаMS

p = `p/∼ може бути
асоцiйована з множиною нескiнченних мультимножин [x], що складаються
з ненульових комплексних чисел xi, таких що

∑∞
i=1|xi|p<∞. Спочатку на-

ведемо вiдому ознаку еквiвалентностi через значення симетричних полiно-
мiв. Далi встановимо критерiй еквiвалентностi елементiв `p через значення
субсиметричних полiномiв. Наступне твердження було доведено в [1].

Твердження 2.2. Нехай x, y ∈ `p. Тодi x ∼ y в `p, тодi i тiльки тодi,
коли iснує натуральне число m ≥ dpe таке, що Pn(x) = Pn(y) для будь-
якого n ≥ m. У цьому випадку P (x) = P (y) для кожного симетричного
полiнома P .
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Теорема 2.1. Нехай x, y ∈ `p. Тодi x ' y, якщо iснує натуральне
число m ≥ dpe таке, що Pn(x) = Pn(y) i Pn,2n(x) = Pn,2n(y) для всiх
n ≥ m. У цьому випадку P (x) = P (y) для кожного субсиметричного
полiнома P .

Доведення. Якщо x ' y, тодi очевидно, що P (x) = P (y) для всiх PS(`p).
З iншого боку, з твердження 2.2 випливає, що x ∼ y, вилучивши нульовi
координати, можемо вважати, що xi є елементами мультимножини [x], а yj
– елементами [y], де i, j ∈ N. Розглянемо такi мультимножини

M1,2(x) = {xix2
j : i < j }, M1,2(y) = { yiy2

j : i < j }.

Стверджуємо, що якщо (x1, x2, . . .) 6= (y1, y2, . . .) (як вектори), тодi
M1,2(x) 6= M1,2(y) (як мультимножини). Припустимо, що iснують xr 6= xs

таке, що r < s i бiєкцiя σ : N → N така, що (y1, y2, . . .) = (xσ(1), xσ(2), . . .)

i σ(r) > σ(s). Тодi симетрична рiзниця M1,2(x)4M1,2(y) є ненульовою, бо
мiстить елементи xrx2

s i xsx2
r. Застосовуючи твердження 2.2 до u = M1,2(x)

та v = M1,2(y), отримаємо, що для кожного m ≥ dpe iснує n ≥ m таке, що
Pn(u) 6= Pn(v). Але

Pn(u) =
∑
i<j

(xix
2
j)
n =

∑
i<j

xni x
2n
j = Pn,2n(x),

тому Pn,2n(x) 6= Pn,2n(y). Суперечнiсть. Отже, M1,2(x) = M1,2(y), тобто
x ' y. Зокрема, P (x) = P (y) для кожного субсиметричного полiнома P .

З теореми 2.1 випливає, що x ' y, тодi i тiльки, тодi коли δx = δy на
просторi PS(`p).

Тепер узагальнимо побудованi на c00 операцiї на гомоморфiзми алгебри
PS(`p).

Очевидно, якщо x ∈ `p має нескiнченно багато ненульових координат,
то елемент x̌ не iснує в `p. Але ми можемо визначити комплексний гомо-
морфiзм δx̌ як

δx̌(P ) = lim
k→∞

P (xk, xk−1, . . . , x1, 0, 0, . . . ), P ∈ PS(`p).
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Аналогiчно, якщо x i y належать `p, то x / y може бути не визначеним, як
вектор в `p, але ми можемо визначити

δxCy(P ) = lim
k→∞

P (x1, x2, . . . , xk, y1, y2, . . . ), P ∈ PS(`p)

Бiльше того, ми можемо визначити

δx̌Cy(P ) = lim
k→∞

P (xk, xk−1, . . . , x1, y1, y2, . . . ), P ∈ PS(`p).

Твердження 2.3. Комплекснi гомоморфiзми δx̌, δx/y i δx̌/y коректно
визначенi на PS(`p) для всiх x, y ∈ `p. Бiльше того, для кожного стан-
дартного полiнома Pα1,...,αn ∈ PS(`p), маємо

δx̌(Pα1,...,αn) = Pαn,...,α1
(x),

та

δx/y =
n+1∑
j=0

Pα1,...,αj(x)Pαj+1,...,αn(y).

Доведення. Нехай x(k) = (x1, x2, . . . , xk, 0, 0, . . . ). Для кожного фiксованого
k i стандартного полiнома Pα1,...,αn, отримаємо

Pα1,...,αn

(
(x(k))∨

)
= Pαn,...,α1

(x(k)).

Оскiльки x(k) → x при k →∞, з неперервностi Pαn,...,α1
випливає

δx̌(Pα1,...,αn) = lim
k→∞

Pαn,...,α1
(x(k)) = Pαn,...,α1

(x).

Оскiльки кожен полiном в PS(`p) є скiнченною лiнiйною комбiнацiєю
стандартних полiномiв, то δx̌ цiлком визначений на PS(`p). Аналогiчно,
використовуючи рiвнiсть

Pα1,...,αm(x / y) =
m+1∑
j=0

Pα1,...,αi(x)Pαj+1,...,αm(y), x, y ∈ c00

i щiльнiсть c00 в `p, ми можемо довести решту твердження, що стосується
δx/y i δx̌/y.
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Для кожного P ∈ PS(`p) визначимо P̌ (x) = δx̌(P ). Очевидно, якщо
x ∈ c00, то δx̌(P ) = P (x̌).

Наслiдок 2.2. Вiдображення P 7→ P̌ є iнволюцiєю алгебри PS(`p) i
‖P‖= ‖P̌‖.

Доведення. Маємо

P̌α1,...,αn(x) = δx̌(Pα1,...,αn) = Pαn,...,α1
(x).

Отже, гомоморфiзм P 7→ P̌ цiлком визначений для кожного P ∈
PS(`p). Також, (P̌ )∨ = P , тобто P є iнволюцiєю. Оскiльки c00 є щiльним у
`p i ‖x‖= ‖x̌‖ у `p для кожного x ∈ c00 ⊂ `p, отримаємо

‖P̌‖ = {sup|P̌ (x)|: x ∈ c00 ⊂ `p, ‖x‖≤ 1}

= {sup|P̌ (x̌)|: x ∈ c00 ⊂ `p, ‖x‖≤ 1} = ‖P‖.
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2.2. Продовження субсиметричних функцiй

У цьому пiдроздiлi ми розглянемо продовження субсиметричних полi-
номiв та iнших субсиметричних функцiй з просторiв `p на ширшi простори
`p(A).

Пригадаємо, що множина A є цiлком впорядкованою, якщо вона є лi-
нiйно впорядкованою i кожна непорожня пiдмножина A має мiнiмальний
елемент. У цьому пiдроздiлi будемо вважати, що A — це нескiнченна цiл-
ком впорядкована множина вiдносно порядку �. Банахiв простiр `p(A) є
простором функцiй

x : A→ C, x = (xγ)γ∈A

таких, що

‖x‖:=

∑
γ∈A

|xγ|p
1/p

<∞.

Очевидно, що для будь-якого x ∈ `p(A) лише злiченна кiлькiсть координат
xγ є ненульовими.

Для довiльного iндекса β ∈ A ми позначимо eβ такий вектор в `p(A):

eβ(γ) =

{
1 if γ = β,

0 otherwise.

Використовуючи це позначення, ми можемо зобразити довiльний елемент
u ∈ `p(A) у виглядi

u =
∑
γ∈A

u(γ)eγ.

Отже, виктори eγ, γ ∈ A базис Шаудера (не обов’язково злiченний) в про-
сторi `p(A), i числа uγ = u(γ) є координатами вектора u в цьому базисi.
Також, ми використовуватимо позначення c00(A) для лiнiйного простору
скiнченних послiдовностей, заiндексованих множиною A:

c00(A) =
{
u =

n∑
j=1

uγjeγj : γ1 ≺ · · · ≺ γn, n ∈ N
}
.
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Очевидно, що c00(A) є щiльним пiдпростором в `p(A).
Нехай

ι : N→ A

– деяке iн’єктивне вiдображення множини натуральних чисел з природним
порядком ≤ в A, таке що, якщо n1 ≤ n2, то ι(n1) � ι(n2). Таким чином, `p
можна розглядати як пiдпростiр `p(A), що складається з векторiв

(xι(1), xι(2), . . . , xι(n), . . . ).

Нехай Pα1,...,αn — деякий стандартний полiном на `p. Важаючи, що `p ⊂
`p(A), ми можемо записати

Pα1,...,αn(xι(1), xι(2), . . .) =
∑

i1<···<in

xα1

ι(i1) · · ·x
αn
ι(in).

Позначимо через PA
α1,...,αn

наступний полiном на `p(A),

PA
α1,...,αn

(x) =
∑

γ1≺···≺γn

xα1
γ1
· · ·xαnγn . (2.5)

Очевидно, що PA
α1,...,αn

є продовженням Pα1,...,αn, i це продовження не зале-
жить вiд вiдображення ι. Оскiльки кожен субсиметричний полiном є лiнiй-
ною комбiнацiєю стандартних полiномiв, то отримаємо наступне твердже-
ння.

Твердження 2.4. Кожен субсиметричний полiном P на `p може
бути продовжений до полiнома PA на `p(A). Оператор продовження J :

P 7→ PA є лiнiйним, а PA
α1,...,αn

визначений рiвнiстю (2.5).

Позначимо через PS(`p(A)) множину всiх значень PS(`p) вiдносно вiд-
ображення J . Ми бачимо, що PS(`p(A)) є алгеброю, а J є iзоморфiзмом
алгебр. Зокрема, для кожної точки u ∈ `p(A) функцiонал P 7→ PA(u) є
комплексним гомоморфiзмом.

Твердження 2.5. Для кожного P ∈ PS(`p), ‖P‖= ‖PA‖.
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Доведення. Оскiльки `p iзометрично вбудовується в `p(A), ‖P‖≤ ‖PA‖.
Для кожного ε > 0 iснує вектор u = (uγ1, . . . , uγn, . . .) ∈ `p(A), ‖u‖= 1

такий, що |PA(u)|≥ ‖PA‖−ε. Нехай x ∈ `p таке, що xn = uγn, n ∈ N. Тодi

‖x‖p=
∞∑
n=1

|uγn|p= ‖u‖p= 1.

Також, за означенням оператора продовження J , P (x) = PA(u) i тому
|P (x)|≥ ‖PA‖−ε. Оскiльки такий вектор iснує для кожного ε > 0, ‖P‖≥
‖PA‖. Отже, ‖P‖= ‖PA‖.

Теорема 2.2. Нехай x та y – вектори в `p, 1 ≤ p < ∞ такi, що x
має нескiнченний носiй i y 6= 0. Тодi не iснує такого вектора z ∈ `p, що
δz = δx/y.

Доведення. Якщо такий вектор z ∈ `p iснує, то P (z) = P (x/y) для кожного
субсиметричного полiнома P. Зокрема, для кожного степеневого полiнома
Pk,

Pk(z) = Pk(x / y) = Pk(x • y) = Pk(x1, y1, x2, y2, . . .).

Таким чином (див. [16]) вектор z дорiвнює вектору x • y з точнiстю до пе-
рестановки ненульових координат. Тобто, ненульовi координати вектора z i
вектора x • y утворюють тотожнi мультимножини. Без втрати загальностi
ми можемо вважати, що y1 6= 0. Iснує не бiльше нiж скiнченна кiлькiсть N
координат xi вектора x для яких xi1 = · · · = xiN = y1. Також, iснує скiн-
ченна кiлькiсть N ′ ≥ 1 координат yj вектора y для яких yj1 = · · · = yjN ′ .

Отже, кiлькiсть координат zl вектора z якi дорiвнюють y1 є N + N ′ > N

ми позначимо символом K максимальне число для якого zK = y1. Нехай a
буде числом, яке дорiвнює деякiй координатi вектора x задовольняє таку
умову: мiнiмальне число k для якого xk = a або xk = −a бiльшим нiж
maxN,K. Такий елемент iснує, оскiльки x нескiнченно багато ненульових
координат i кожна така координата може повторюватись лише скiнченну
кiлькiсть разiв. Нехай ma – кiлькiсть повторень числа a в мультимножинi
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координат вектора z. Розглянемо такi мультимножини:

M1,2(x/y) = {xiyj: i < j}∪{xixj: i < j}∪{yiyj: i < j}, M1,2(z) = {zizj: i < j}.

Ми стверджуємо, що M1,2(x / y) 6= M1,2(z). Справдi, за побудовою, кiль-
кiсть повторень числа y1a

2 в M1,2(x / y) дорiвнює maN, тодi як кiлькiсть
повторень числа y1a

2 в M1,2(z) дорiвнює ba(N + N ′) > maN. Тому iснує
число m ∈ N таке що

Pm(M1,2(x / y)) 6= Pm(M1,2(z)).

Але
Pm(M1,2(x / y)) = Pm,2m(x / y)

i
Pm(M1,2(z)) = Pm,2m(z).

Суперечнiсть доводить теорему.

Приклад 2.2. Як було доведено вище, не iснує точки z в `p такої,
що P (z) = δx/y(P ), якщо y 6= 0 i x має нескiнченно багато ненульових
координат. Однак, така точка iснує в `p(A) для деякої множини iндексiв
A. Дiйсно, нехай A = N1 ∪ N2, де N1 i N2 — копiї натуральних чисел з
природним порядком, якщо i ∈ N1 i j ∈ N2, то i ≺ j. Для заданих x i y в
`p ми визначаємо

u = (x1, . . . , xi, . . . ) + (y1, . . . , yj, . . . ) ∈ `p(N1 ∪ N2), i ∈ N1, j ∈ N2.

Тодi δx/y(P ) = P (u). Зауважимо, що ‖u‖p= ‖x‖p+‖y‖p.

Нехай f – субсиметрична функцiя на `p i f0 – її продовження на щiль-
ний пiдпростiр c00 ⊂ `p. Тодi ми можемо продовжити f0 до деякої функцiї
fA0 на c00(A) поклавши

fA0

( ∑
γi∈supp(u)

uγieγi

)
= f0

( ∑
γi∈supp(u)

uγiei

)
.

Очевидно, що fA0 є продовженням функцiї f0 i це продовження не залежить
вiд вкладення J простору c00 в c00(A).
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Означення 2.1. Субсиметрична функцiя f на `p називається A-
продовжувальною, якщо для кожного u ∈ X(A) їснує єдине число a таке,
що для кожної послiдовностi векторiв vn ∈ c00(A), що збiгається до u
виконується рiвнiсть

lim
n→∞

fA0 (vn) = a.

В цьому випадку ми позначаємо fA(u) = a. Якщо функцiя f є A-
продовжувальною для кожної цiлком впорядкованої множини A, то ми
будемо називати її продовжувальною.

З твердження 2.4 ми маємо наступний наслiдок.

Наслiдок 2.3. Кожна субсиметрична функцiя з HbS(`p) є продов-
жувальною.

Доведення. Нехай f ∈ HbS(`p),

f(x) =
∞∑
n=1

fn(x), fn ∈ PS(`p).

З твердження 2.4 випливає, що кожен n-однорiдний полiном fn є продовжу-
вальним. Враховуючи, що ‖fAn ‖= ‖fn‖ i що радiус збiжностi ряду Тейлора
функцiї f в нулi дорiвнює нескiнченностi, маємо

r0(f) =
(

lim sup
n→∞

‖fn‖1/n
)−1

=
(

lim sup
n→∞

‖fAn ‖1/n
)−1

= r0(f
A) =∞.

Таким чином, fA є цiлою аналiтичною функцiєю обмеженого типу на `p(A).

Очевидно, fA задовольняє озачення 2.1.

Наступний приклад показує, що в довiльному банаховому просторi
iснує широкий клас неперервних субсиметричних продовжувальних фун-
кцiй.

Приклад 2.3. Нехай ξ неперервна i обмежена функцiя на полi K дiй-
сних або комплексних чисел i Pα1,...,αn – деякий стандартний субсиметри-
чний полiном на просторi `1 над полем K. Визначимо наступну функцiю



66

g на банаховому просторi X над полем K з субсиметричним базисом (en):

g(x) = lim
n→∞

ξ(P (|x1|, . . . , |xn|, 0, . . .) = lim
n→∞

ξ ◦ P
( n∑
k=1

xkek

)
.

Оскiльки для кожного фiксованого n, вектор (|x1|, . . . , |xn|, 0, . . .) нале-
жить `1, значення Pα1,...,αn(x1, . . . , xn, 0, . . .) коректно визначено. Числова
послiдовнiсть Pα1,...,αn(x1, . . . , xn, 0, . . .) є додатною i зростаючою. Отже,
або ця послiдовнiсть має границю в носiї функцiї ξ, або тiльки скiнченна
кiлькiсть елементiв цiє послiдовностi лежить у носiї. В обидвох випад-
ках значення g(x) є визначеним. Оскiльки полiном Pα1,...,αn є субсиметри-
чним i продовжувальним, функцiя g є субсиметричною i продовжуваль-
ною.
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2.3. Приклади субсиметричних полiномiв у функцiйних гiль-

бертових просторах

Якщо H – абстрактний гiльбертiв простiр зi скалярним добутком 〈·|·〉
i ортонормованим базисом (en), то H є iзоморфним до `2 вiдносно iзомор-
фiзму J , який визначається на базисних векторах як

J : en 7→ (0, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0, . . .).

Тому, для кожного субсиметричного полiнома P на `2 ми можемо визна-
чити субсиметричний полiном на H як P (h) := P (J(h)). Проте, додатковi
структури простору H можуть забезпечити додатковi властивостi субсиме-
тричних полiномiв.

Приклад 2.4. Нехай H – це класичний простiр Хардi H2(D) аналi-
тичних функцiй

h(z) =
∞∑
k=0

hkz
k

у вiдкритому диску D = {z ∈ C: |z|< 1} для яких є визначеною норма

‖h‖2= 〈h|h〉 =

∫
|z|=1

h(z)h(z)dz =
∞∑
k=0

|hk|2<∞.

При цьому, полiноми ek(z) = zk, k = 0, 1, 2, . . . утворюють ортонормо-
ваний базис H2(D) i кожен стандартний субсиметричний полiном на
H2(D) має вигляд:

Pα1,...,αn(h) =
∑

i1<···<in

hα1

i1
· · ·hαnin , im ≥ 2,

де коефiцiєнти hk можна обчислити як

hk =

∫
|z|=1

h(z)zkdz.
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Оператори

Cj: (h0, . . . , hn, . . .) 7→ (h0, . . . , hj−1, 0, hj, hj+1 . . .), j = 0, 1, 2, . . .

можна зобразити як оператори множення на незалежну змiнну z:

Cj(h) = Cj
( ∞∑
k=0

hkz
k
)

=

j−1∑
k=0

hkz
k + z

∞∑
k=j

hkz
k.

Зокрема, C0(h) = zh є класичним оператором зсуву на просторi H2(D)

(див. [43]).
В загальному випадку, оператори Cj природно дiють у просторi

Hb(H
2(D)) аналiтичних функцiй обмеженого типу на H2(D) як

Ĉj(f)(h) = f(Cj(h)).

Оскiльки Ĉj є оператором композицiї з неперервним лiнiйним оператором
Cj, вiн є неперервним алгебраїчним гомоморфiзмом з Hb(H

2(D)) в себе
(див. [2]).

Твердження 2.6. Простiр HbS(H2(D)) субсиметричних аналiти-
чних функцiй обмеженого типу на H2(D) є максимальним пiдпростором
в Hb(H

2(D)), який складається з iнварiантних векторiв всiх операторiв
Ĉj.

Доведення. Згiдно означення субсиметричної функцiiї, f ∈ Hb(H
2(D)) є

субсиметричною тодi i тiльки тодi коли вона є iнварiантною вiдносно всiх
операторiв Ĉj.

Зауважимо, що не кожен Ĉ0-iнварiантний полiном є субсиметричним.

Приклад 2.5. Нехай

P (h) =
∞∑
k=0

hkhk+1.

Тодi P є Ĉ0-iнварiантним але не субсиметричним. Справдi,

Ĉ0(P )(h) = P (C0(h)) = P (0, h0, h1, h2, . . .) = 0h0 + h0h1 + h1h2 + · · · = P (h),
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тодi як

Ĉ1(P )(h) = P (C1(h)) = P (h0, 0, h1, h2, . . .) = 0h0 + 0h1 + h1h2 + · · · 6= P (h).

Розглянемо iнший приклад гiльбертового простору H.

Приклад 2.6. Нехай H – дiйсний гiльбертiв простiр з ортогональ-
ним базисом, що складається з полiномiв Чебишева першого роду Tn,

n ∈ N, i скалярним добутком

〈u|v〉 =

1∫
−1

u(t)v(t)
dt

1− t2
.

Нагадаймо, що полiноми Чебишева першого роду визначаються рiвностя-
ми

Tn(cosϑ) = cosnϑ, ϑ ∈ R. (2.6)

Гiльбертiв простiр H можна розглядати як зважений простiр L2[−1, 1],

а саме, H = L2([−1, 1], 1
1−t2 ). Послiдовнiсть полiномiв

1

π
,

2

π
T1,

2

π
T2, . . .

утворює ортонормований базис в L2([−1, 1], 1
1−t2 ). Бiльше iнфориацiї про

полiноми Чебишеваможна знайти в [41]. Отже, стандартнi субсиме-
тричнi полiноми на L2([−1, 1], 1

1−t2 ) мають вигляд

Pα1,...,αn(g) =
∑

i1<···<in

hα1

i1
· · · gαnin , im ≥ 2,

де g ∈ L2([−1, 1], 1
1−t2 ),

g0 =
1

π

1∫
−1

g(t)
dt

1− t2
, i gn =

2

π

1∫
−1

Tn(t)g(t)
dt

1− t2
.

З формули (2.6) випливає, що композицiю Tk◦Tm полiномiв Tk i Tm мо-
жна записати Tk ◦ Tm(t) = Tk(Tm(t)) = Tkm(t), k, m ∈ N. Таким чином, ко-
жен полiном Tk лiнiйний неперервний оператор g 7→ Tk◦g on L2([−1, 1], 1

1−t2 )
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такий, що

Tk ◦ g(t) =
g0

π
+

2

π

∞∑
n=1

gnTkm.

Iншими словами, оператор композицiї з Tk вiдображає (g0, g1, g2, . . .) в

(g0, 0, . . . , 0, g1︸ ︷︷ ︸
k

, 0, . . . , 0, g2︸ ︷︷ ︸
k

, 0, . . . , 0, g3︸ ︷︷ ︸
k

, . . .).

Очевидно, що якщо f є субсиметричною функцiєю, то f(Tk ◦ g) =

f(g). Отже, позначивши T̂k(f) = f(Tk ◦ g), ми бачимо, що T̂k є
неперервним оператором на Hb(L2([−1, 1], 1

1−t2 )) i кожнафункцiя з
HbS(L2([−1, 1], 1

1−t2 )) є iнварiантною вiдносно кожного оператора T̂k.

Зауважимо, що простiр Tk-iнварiантних функцiй обмеженого типу є шир-
шим нiж HbS(L2([−1, 1], 1

1−t2 )). Справдi, полiном Q(g) = g2
0 є iнварiантним

вiдносно T̂k для кожного k ∈ N але не є субсиметричним.
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2.4. Застосування субсиметричних полiномiв у оберненiй спе-

ктральнiй задачi теорiї нормальних операторiв

У цьому пiдроздiлi ми покажемо як можна застосувати теорему 3.5 до
задачi вiдновлення нормального оператора на гiльбертовому просторi за
iнформацiєю про його спектр.

Нехай E — сепарабельний гiльбертовий простiр, а A : E → E — нор-
мальний оператор з точковим спектром, такий що власнi значення xi опе-
ратора A ненульовi i

∑∞
i=1|xi|p<∞. Iншими словами, A є p-ядерним опера-

тором. Нехай (ei) — ортонормований базис власних векторiв оператора A.
Такi оператори (з дiйсними власними значеннями) природно з’являються
в квантовiй фiзицi, де A = e−βH, де H — гамiльтонiан квантової системи,
а β > 0 — фiзичний параметр (див. деталi, наприклад, в [34]). Вiдомо, що
оператор A не може бути визначений тiльки своїм спектром. Встановлення
додаткових умов або деяких додаткових спектральних даних, що дозво-
ляють визначити A, є важливою оберненою задачею спектральної теорiї
операторiв.

Всi власнi значення xi оператора A, рахуючи їх кратностi, утворюють
мультимножину [x] ∈ Ms

p, де x = (x1, x2, . . . ) ∈ `p. Для кожного k ≥ |p|,
маємо

Pk(x) =
∞∑
i=1

xki = trAk,

де tr — це слiд оператора. З твердження 2.2 отримаємо наступний наслiдок.

Наслiдок 2.4. Нехай A i B — нормальнi p-ядернi оператори з то-
чковими спектрами i однаковими власними векторами, так що власнi
значення xi оператора A i власнi значення yi оператора B є ненульови-
ми. Тодi [x] = [y] як мультимножини, тодi i тiльки тодi, коли iснує
натуральне число m ≥ |p|, таке що trAn = trBn для всiх n ≥ m.

Оскiльки ми припускаємо, що всi власнi значення xi оператора A не-
нульовi, впорядкована мультимножина [[x]] повнiстю визначає оператор A.
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Нагадаємо, що гiльбертовим тензорним добутком E ⊗h E гiльберто-
вого простору E на себе називають поповнення алгебраїчного тензорного
добутку E ⊗ E вiдносно норми породженої скалярним доутком на E ⊗ E
для якого вектори ei ⊗ ej будуть ортонормованим базисом. Тобто, кожен
вектор u ∈ E ⊗h E можна подати у виглядi

u =
∞∑

i,j=1

uijei ⊗ ej

i норма u в E ⊗h E визначається як

‖u‖=
∞∑

i,j=1

|uij|2.

Нехай E ∧ E — це антисиметричний гiльбертовий тензорний добуток про-
стору E на себе. Тобто, E ∧ E — це замкнутий пiдпростiр гiльбертово-
го тензорного добутку E ⊗h E, породженого ортогональними векторами
ei ∧ ej =

ei⊗ej−ej⊗ei
2 . Iншими словами, вектори ei ∧ ej, де i < j, утворю-

ють ортогональний базис в E ∧ E. Для заданих операторiв A i B на E
позначимо A ∧B обмеження A⊗B на E ⊗ E ∧ E. Тобто,

(A ∧B)(ei ∧ ej) = A(ei) ∧B(ej).

Для будь-яких натуральних чисел k i m, маємо

(Ak ∧ Am)(ei ∧ ej) = xki x
m
j ,

i якщо A є p-ядерним, i k ≥ p та m ≥ p, то

tr(Ak ∧ Am) =
∑
i<j

xki x
m
j = Pk,m(x).

Таким чином, застосовуючи теорему 2.1, отримаємо наступний резуль-
тат.

Теорема 2.3. Нехай A i B — нормальнi p-ядернi оператори з то-
чковими спектрами i однаковими власними векторами, так що власнi
значення xi оператора A i власнi значення yi оператора B є ненульови-
ми. Тодi A = B, тодi i тiльки тодi, коли iснує натуральне число m ≥ |p|,
таке що trAn = trBn i tr[(A ∧ A2)n] = tr[(B ∧B2)n] для всiх n ≥ m.
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Доведення. Як ми згадували вище, достатньо показати, що [[x]] = [[y]]. Ця
рiвнiсть випливає з теореми 2.1, тому що

tr[(A ∧ A2)n] = tr(An ∧ A2n) = Pn,2n(x),

i
tr[(B ∧B2)n] = tr(Bn ∧B2n) = Pn,2n(y).
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2.5. Нулi субсиметричних полiномiв

Нехай P – n-однорiдний полiном на комплексному нескiнченновимiр-
ному лiнiйному просторi. Згiдно з вiдомим результатом з [46], для кожного
x0 ∈ kerP iснує нескiнченновимiрний пiдпростiр у kerP, що мiстить x0.

Основну iдею доведення результату з [46] можна сформулювати у виглядi
такого твердження.

Твердження 2.7. Нехай X – нескiнченновимiрний комплексний лi-
нiйний простiр, а P – n-однорiдний C-значний полiном. Для кожного
x0 ∈ kerP iснує нескiнченна лiнiйно незалежна послiдовнiсть (x(k)) ⊂ X

така, що для кожного m ∈ N,

P (t1x
(1)+t2x

(2)+· · ·+tmx(m)) = tn1P (x(1))+tn2P (x(2))+· · ·+tnmP (x(m)), (2.7)

та x0 належить лiнiйному пiдпростору, породженому (x(k)).

Дiагональне представлення (2.7) пiдказує, що обмеження полiнома P
на деякий пiдпростiр є симетричним вiдносно вiдповiдного базису, тобто
gk = x(k)/P (x(k)). Однак у загальному випадку значення P (xm) може бу-
ти ненульовим лише для скiнченної кiлькостi векторiв, i тому не можна
стверджувати, що будь-який полiном на X є симетричним вiдносно деяко-
го базису в нескiнченновимiрному пiдпросторi. У цьому роздiлi розглянемо
нулi субсиметричних полiномiв i лiнiйний пiдпростiр V для заданого суб-
симетричного полiнома P такого, що обмеження P на V є нетривiальним
симетричним полiномом у деякому базисi.

Для заданого натурального числа N позначимо через ΞN такий гомо-
морфiзм PS(`p),

ΞN(P )(x) = P (x / (−1)1/Nx),

де (−1)1/N – головне значення N -того кореня з −1.

Твердження 2.8. Нехай Pα1,...,αn – M -однорiдний стандартний полi-
ном у PS(`p). Тодi ΞN(Pα1,...,αn) є однорiдним полiномом, deg ΞN(Pα1,...,αn) =

M або ΞN(Pα1,...,αn) = 0. Якщо M = N, тодi ΞN(Pα1,...,αn) ∈ P
(n−1)
S (`p).
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Доведення. Згiдно з (2.3) маємо

ΞN(Pα1,...,αn)(x) = Pα1,...,αn(x) +
n∑
k=1

(−1)
αk+1+···+αn

N Pα1,...,αk(x)Pαk+1,...,αn(x)+

+ (−1)M/NPα1,...,αn(x).

Таким чином, deg ΞN(Pα1,...,αn) = α1 + · · · + αn = M if ΞN(Pα1,...,αn) 6= 0.

Якщо M = N, тодi

ΞN(Pα1,...,αn)(x) =
n∑
k=1

(−1)
αk+1+···+αn

N Pα1,...,αk(x)Pαk+1,...,αn(x).

Отже, для цього випадку, ΞN(Pα1,...,αn) є алгебраїчною комбiнацiєю полiно-
мiв у P (n−1)

S (`p).

Зауважимо, що якщо Pα1,...,αn = PN , то ΞN(PN) = 0.

Наслiдок 2.5. Нехай P – однорiдний субсиметричний полiном на
`p. Тодi iснує скiнченна послiдовнiсть натуральних чисел N1, N2, . . . , Nm

така, що
ΞNm ◦ · · · ◦ ΞN1

(P ) = 0,

де “◦” є композицiєю вiдображень.

Доведення. Припустимо, що P ∈ P (n)
S (`p) та P /∈ P (n−1)

S (`p) для деякого n ∈
N. Тодi P є скiнченною алгебраїчною комбiнацiєю стандартних полiномiв
Q1, Q2, . . . в P (n)

S (`p). Деякi з них, можна вважати, що Qi1, Qi2 . . . Qis не
належать P (n)

S (`p) \ P (n−1)
S (`p). Нехай N1 = degQi1, N2 = degQi2 i т.д. Тодi

за твердженням 2.8

ΞNs ◦ · · · ◦ ΞN1
(P ) ∈ P (n−1)

S (`p),

або deg ΞNs ◦ · · · ◦ ΞN1
(P ) = degP, або P = 0. Якщо P 6= 0, то можна

застосувати цi дiї до ΞNs ◦ · · · ◦ ΞN1
(P ). Оскiльки ΞN(PN) = 0, то пiсля

деякої скiнченної кiлькостi m крокiв отримаємо ΞNm ◦ · · · ◦ΞN1
(P ) = 0.
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Нагадаємо, що якщо en є базисом Шаудера банахового простору X, то
кожен x ∈ X має єдине зображення x =

∑∞
n=1 xnen для деяких чисел xn

таких, що

lim
m→∞

∥∥∥x− m∑
n=1

xnen

∥∥∥ = 0

(див. [37]).

Теорема 2.4.

(i) Для кожного субсиметричного однорiдного полiнома P на `p та на-
турального числа d iснує d-вимiрний пiдпростiр Vd у `p i лiнiйний
базис (gi) у Vd такi, що P є симетричним на Vd вiдносно цього бази-
су.

(ii) Для кожного субсиметричного однорiдного полiнома P на `p iснує
цiлком впорядкована множина A, нескiнченновимiрний пiдпростiр V
у `p(A), та базис Шаудера (gi) у V такi, що PA є симетричним на
V вiдносно цього базису.

Доведення. (i) Для заданих d та N1 ∈ N розглянемо наступний пiдпростiр

V
(1)
d = {(x1, . . . , xd, (−1)1/N1x1, . . . , (−1)1/N1xd, 0, 0, . . .)} ⊂ `p.

Простiр V (1)
d є d-вимiрним пiдпростором у `p з базисом

g
(1)
k = (

d+k︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸

k

, 0, . . . , 0, (−1)1/N1, 0, . . .), k = 1, . . . , d.

Якщо
y = (x1, . . . , xd, (−1)1/N1x1, . . . , (−1)1/N1xd, 0, 0, . . . ),

тодi P (y) = ΞN1
(P )(x1 . . . , xd, 0, . . .).

Для iншого числа N2 можна побудувати простiр V (2)
d так, що для ко-

жного z ∈ V (2)
d ,

P (z) = ΞN2
◦ ΞN1

(P )(x1 . . . , xd, 0, . . .).
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Справдi, нехай V (2)
d складається векторiв вигляду

z = (x1, . . . , xd, (−1)1/N1x1, . . . , (−1)1/N1xd, (−1)1/N2x1,

. . . , (−1)1/N2xd, (−1)1/(N1N2)x1, . . . , (−1)1/(N1N2)xd, 0, . . . ).

Тодi,
ΞN2
◦ ΞN1

(P )(x1, . . . , xd, 0, . . .) =

= ΞN2
(P )(x1, . . . , xd, (−1)1/N1x1, . . . , (−1)1/N1xd, 0, . . . ) = P (z).

Очевидно, V (2)
d є d-вимiрним пiдпростором та

g
(2)
k = (

d+k︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸

k

, 0, . . . , 0, (−1)1/N1,

d+k︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0, (−1)1/N2︸ ︷︷ ︸

k

, 0, . . . , 0, (−1)1/(N1N2) 0, . . . ),

k = 1, . . . , d є базисом. Продовжуючи цей процес, для довiльної скiнченної
послiдовностi N1, . . . , Nm можна побудувати такi пiдпростори, що для ко-
жного 1 ≤ j ≤ m iснує d-вимiрний пiдпростiр V (j)

d з базисом g
(j)
1 , . . . , g

(j)
d

для якого

P
( j∑

i=1

xig
(j)
i

)
= ΞNj ◦ · · · ◦ ΞN1

(P )(x1, . . . , xd, 0, . . .).

Звiдси випливає, що обмеження P на V (j)
d є субсиметричним вiдносно ба-

зису (g
(j)
i ). Нехай тепер послiдовнiсть N1, . . . , Nm, як у наслiдку 2.5. Тодi,

для деякого j ≤ m полiномом ΞNj ◦ · · · ◦ΞN1
(P ) належить P (1)

S (`p), тодi як
ΞNj−1 ◦ · · · ◦ ΞN1

(P ) – не належить. Отже, простiр Vd = V
(j)
d та його базис

(gi) = (g
(j)
i ) є такими, що звуження P на Vd = V

(j)
d є симетричним вiдносно

перестановок базису (gi).

(ii) Як було зауважено вище, функцiонал δx/y не є функцiоналом значе-
ння в точцi, але його можна представити як функцiонал значення в деякiй
точцi простору PA

S(`p(A)) для деякої множини A. Нехай (A,�) – цiлком
впорядкована множина вигляду

A =
∞⋃
k=1

Nk,
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де кожна Nk – множина упорядкована так само, як N, тобто n � m тодi
i тiльки тодi, коли n ≤ m, n, m ∈ Nk. Якщо n ∈ Nk та m ∈ Nj, k 6= j,

то n ≺ m тодi i тiльки тодi, коли k < j. Нехай (eki ) – стандартний базис у
`p(Nk), тобто

eki = (0, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸
i

, 0 . . .), i ∈ Nk.

Кожний вектор y ∈ `p(A) можна подати у виглядi

y =
∞∑
k=1

∞∑
i=1

yki e
k
i

для деяких комплексних чисел yki таких, що

‖y‖p=
∞∑
k=1

∞∑
i=1

|yki |p<∞.

Для фiксованого N1 ∈ N розглянемо наступний пiдпростiр V (1) простору
`p(A),

V (1) =
{ ∞∑

i=1

xie
1
i + (−1)1/N1

∞∑
i=1

xie
2
i

}
,

де x = (x1, x2, . . .) пробiгає `p. Бачимо, що

ΞN1
(P )(x) = PA

( ∞∑
i=1

xie
1
i + (−1)1/N

∞∑
i=1

xie
2
i

)
.

Крiм того, легко перевiрити, що вектори g(1)
i = e1

i + (−1)1/N1e2
i лiнiйно не

залежнi та утворюють базис Шаудера у V (1). Припустимо, що для заданих
натуральних чисел N1, . . . , Nm ми вже побудували пiдпростiр V (m−1) ⊂
`p(A) вигляду { ∞∑

i=1

y1
i e

1
i +

∞∑
i=1

y2
i e

2
i + · · ·+

∞∑
i=1

yri e
r
i

}
для деякого скiнченного числа r та базисаШаудера (g

(m−1)
i ) у V (m−1) таких,

що

ΞNm−1 ◦ · · · ◦ ΞN1
(P )(x) = P

( ∞∑
i=1

xig
(m−1)
i

)
.
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Тодi простiр V (m) визначається як

V (m) =
{ ∞∑

i=1

y1
i e

1
i +

∞∑
i=1

y2
i e

2
i + · · ·+

∞∑
i=1

yri e
r
i+

+(−1)1/Nm
( ∞∑

i=1

y1
i e
r+1
i +

∞∑
i=1

y2
i e
r+2
i + · · ·+

∞∑
i=1

yri e
2r
i

)}
,

а базис (g
(m)
i ) – як

g
(m)
i = g

(m−1)
i + (−1)1/Nmg

(m−1)
i .

Беручи послiдовнiсть N1, . . . , Nm як у наслiдку 2.5, отримаємо, що для
деякого j ≤ m полiном ΞNj ◦ · · · ◦ ΞN1

(P ) є симетричним вiдносно базису
(g

(j)
i ). Отже, простiр Vd = V

(j)
d .

Покажемо, що iснують скiнченновимiрнi пiдпростори такi, що звуже-
ння будь-якого субсиметричного полiнома спецiального вигляду на цi пiд-
простори є симетричним вiдносно деякого базису.

Твердження 2.9. Для довiльного числа d ∈ N iснує d-вимiрний пiд-
простiр Vd у `p такий, що кожен полiном Pk,m є нетривiальним i симе-
тричним на Vd вiдносно деякого базису.

Доведення. Зауважимо, що

Θ(Pk,m)(x) = δx̌/x(Pk,m) = δx̌(Pk,m) + Pk(x)Pm(x) + Pk,m(x)

= Pm,k(x) + Pk(x)Pm(x) + Pk,m(x)

є нетривiальним симетричним полiномом. Отже, звуження Pk,m на
d-вимiрний пiдпростiр, утворений векторами

gk = (0, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸
k

, 0, . . . , 0, 1, 0 . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

), 1 ≤ k ≤ d

буде симетричним вiдносно (gk).

Твердження 2.10. Для довiльного числа d ∈ N iснує d-вимiрний
пiдпростiр Vd у `p такий, що кожен полiном вигляду Ak,m = Pk,m − Pm,k,
де 0 < k < m, тотожньо дорiвнює нулю на Vd.
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Доведення. З прямих обчислень бачимо, що

Θ(Ak,m) = Θ(Pk,m − Pm,k) = Pm,k + PkPm + Pk,m − Pm,k − PkPm − Pk,m ≡ 0

для кожного Ak,m. Тому кожен полiном Ak,m дорiвнює нулю на пiдпросторi
Vd, як у твердженнi 2.9.
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2.6. Алгебри субсиметричних полiномiв

Нехай X – комплексний банахiв простiр з субсиметричним базисом
(ej). Нагадаємо, що напiвгрупа S породжену множиною лiнiйних операто-
рiв Cj, j ∈ N, на X

Cj: (x1, . . . , xn, . . .) 7→ (x1, . . . , xj−1, 0, xj, xj+1 . . .), j ∈ N.

Лема 2.1. Нехай Q1, . . . , Qm – скiнченна послiдовнiсть попарно рi-
зних полiномiв на X така, що

{Q1 ◦ A, . . . , Qm ◦ A} = {Q1, . . . , Qm}

для всiх A ∈ S. Тодi всi полiноми Q1, . . . , Qm є субсиметричними.

Доведення. Припустимо, що Qi не є субсиметричним полiномом для де-
якого 1 ≤ i ≤ m. Якщо j та k – натуральнi числа такi, що Qi ◦ Ck = Qj,

тодi

Qi(x) = Qj(x) для будь-якого x вигляду x = (x1, . . . , xk−1, 0, 0, . . .).

Справдi,

Ck((x1, . . . , xk−1, 0, 0, . . .) = (x1, . . . , xk−1, 0, 0, . . .))

за означенням Ck. Нехай r – максимальне натуральне число таке,
що Qi(x) = Qs(x) для деякого s 6= i та будь-якого x у виглядi
x = (x1, . . . , xr−1, 0, 0, . . .). Оскiльки всi полiноми Q1, . . . , Qm попарно
рiзнi, r <∞. Тому

Qi ◦ Cl /∈ {Q1, . . . , Qm} \ {Qi}

для кожного l > r. Дiйсно, якщо Qi ◦ Cl = Qs для деякого s 6= i, тодi
Qi(x) = Qs(x) для будь-якого x вигляду x = (x1, . . . , xl−1, 0, 0, . . .), що
суперечить максимальностi r. Таким чином, Qi◦Cl = Qi для кожного l > r.

Нехай
Ar−1 = C1 ◦ . . . ◦ C1︸ ︷︷ ︸

r−1

.
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Тодi Qi ◦ Ar−1 є субсиметричним. Справдi,

(Qi ◦ Ar−1) ◦ Cj(x) = Qi(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
r−1

, x1, x2, . . . , xj−1, 0, xj, . . .) =

= Qi(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
r−1

, x1, x2, . . .)

для будь-якого j ∈ N. Оскiльки Qi ◦ Ar−1 ∈ {Q1, . . . , Qm}, iснує число
1 ≤ s ≤ m таке, що Qi ◦ Ar−1 = Qs, Qs є субсиметричним, але i 6= s (тому
що Qi не є субсиметричним).

Нехай 1 ≤ h ≤ m таке, що Qh ◦ Ar−1 = Qi. Тодi h 6= s, h 6= i та

(Qh ◦ Ar−1) ◦ Ar−1 = Qs′

є субсиметричним полiномом в {Q1, . . . , Qm}. Оскiльки ця множина полi-
номiв скiнченна, знайдемо вiдображення A ∈ S i 1 ≤ t ≤ m таке, що
Qt ◦A є субсиметричним, а Qt не належить множинi {Q1 ◦A, . . . , Qm ◦A}.
Суперечнiсть з умовою леми.

Пiдмножина V ⊂ X називається субсиметричною, якщо для будь-
якого x ∈ V та A ∈ S маємо A(x) ∈ V.

Теорема 2.5. Нехай P – ненульовий полiном на X такий, що kerP

є субсиметричною пiдмножиною X. Тодi P є субсиметричним. Бiльше
того, якщо P = Qk1

1 · · ·Qkm
m для деяких взаємно рiзних незвiдних полiномiв

Q1, . . . , Qm, тодi всi полiноми Q1, . . . , Qm є субсиметричними.

Доведення. Спочатку припустимо, що P є незвiдним полiномом. Оскiльки
kerP є субсиметричною множиною, kerP = kerP ◦Cj, а також згiдно з тео-
рiєю нулiв Гiльберта для нескiнченновимiрних просторiв (див.,наприклад,
[53]),

P ◦ Cj = ajP

для деякої константи aj 6= 0. Ми стверджуємо, що aj = an для кожного
n ∈ N. Дiйсно, позначаючи a = a1, отримаємо

P ◦ Cj1 = P ◦ (C1, . . . , C1︸ ︷︷ ︸
j

) = ajP.
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З iншого боку,

P ◦ Cj1 = (P ◦ Cj) ◦ Cj−1
1 = ajP ◦ Cj−1

1 = aja
j−1.

Таким чином, aj = a для будь-якого j ∈ N.
Очевидно, для будь-якого скiнченного вектора x = (x1, . . . , xn, 0, . . .),

x = Cn+1(x), тому
P (x) = P ◦ Cn+1(x) = aP (x).

Оскiльки множина скiнченних векторiв щiльна в X та P не дорiвнює нулю,
a = 1. Отже, P є субсиметричним.

Нехй тепер P – радикальний полiном. Тобто P = Q1 · · ·Qm для де-
яких взаємно рiзних незвiдних полiномiв Q1, . . . , Qm. Таким чином, kerP

– це об’єднання алгебраїчних множин kerQ1, . . . , kerQm. Умова, що kerP

є субсиметричним i теорема нулiв Гiльберта означають, що для кожного
A ∈ S iснує константа a 6= 0 така, що P = aP ◦ A. Мiркуючи, як i вище,
можна побачити, що a = 1. Отже,

{Q1 ◦ A, . . . , Qm ◦ A} = {Q1, . . . , Qm}

для будь-якого A ∈ S. За лемою 2.1, усi полiноми Q1, . . . , Qm є субсиме-
тричними, а отже, P є субсиметричним.

У загальному випадку, нехай P = Qk1
1 · · ·Qkm

m для деяких взаємно рi-
зних незвiдних полiномiв Q1, . . . , Qm. Тодi, як було доведено вище, RadP =

Q1 · · ·Qm є субсиметричним та всi полiноми Q1, . . . , Qm є субсиметрични-
ми. Отже, P має бути субсиметричним.

Наслiдок 2.6. Алгебра субсиметричних полiномiв на X є факторi-
альною.

Доведення. Нехай P – субсиметричний полiном на X та P = Qk1
1 · · ·Qkm

m

для деяких попарно рiзних незвiдних полiномiв Q1, . . . , Qm. Тодi kerP –
субсиметрична пiдмножина в X i за теоремою 2.5, Q1, . . . , Qm є субси-
метричними. Оскiльки в кiльцi полiномiв на X кожен полiном подється
єдиним чином (з точнiстю до мультиплiкативної константи), як добуток
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незвiдних полiномiв, для будь-якого представлення P = P1P2 отримаємо,
що полiноми P1 та P2 є незiдними.
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2.7. Прото-субсиметричнi функцiї

Оскiльки напiвгрупа S не є групою, то з того, що функцiя f ◦ A є
субсиметричною для деякого A ∈ S не випливає, що f є субсиметричною.

Скажемо, що функцiя f, визначена на S-симетричнiй пiдмножинi V,
називається прото-S-iнварiантною, для деякої напiвгрупи симетрiй S, якщо
iснує оператор A ∈ S такий, що f ◦ A є S-iнварiантною на V . Також, f є
L-прото-S-iнварiантною на V, якщо iснує послiдовнiсть Aj операторiв в S
така, що границя

h(x) = lim
j→∞

(f ◦ Aj)(x)

iснує для кожного x ∈ V та h є S-iнварiантною на V. Легко бачити, що
якщо S є групою, то кожна прото-S-iнварiантна функцiя є S-iнварiантною.
Як зазначалося в твердженнi 2.1, неперервна функцiя є субсиметричною
(тобтоS-симетричною) тодi i тiльки тодi, коли вона єS-симетричною. Для
прото-S-iнварiантних функцiй ситуацiя є iншою.

Приклад 2.7. Розглянемо наступнi функцiї:

1.

Wk(x) =
∞∑
i=2

xki .

2.

Q2(x) =
∑
i<j+1

xix
2
j = x1

∞∑
j=2

x2
j + x2

∞∑
j=3

x2
j + · · ·+ xn

∞∑
j=n+2

x2
j + · · · .

3.

u(x) =
∞∑
n=1

un(x) =
∞∑
n=1

∞∑
i=n+1

xni .

Тодi полiном Wk не є субсиметричним, але прото-S-iнварiантним
на `p, k ≤ dpe, оскiльки

Wk(C1(x)) =
∞∑
i=1

xki
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є субсиметричним на `p. Легко перевiрити, що Q2 не є прото-S-
iнварiантним, але є прото-S-iнварiантним. Справдi, нехай n =

(1, 3, . . . , 2n− 1, . . .), тодi

Cn(x) = (x1, 0, x2, 0, x3, . . . , )

та
Q2(Cn(x)) =

∑
i<j

xix
2
j

є субсиметричним полiномом, а тому i S-iнварiантним. Зауважимо, що
Q2 також є L-прото-S-iнварiантним. Дiйсно, для An = C2n◦C2(n−1)◦· · ·◦
C2 отримаємо

lim
n→∞

(Q2 ◦ An)(x) =
∑
i<j

xix
2
j .

Функцiя u є аналiтичною функцiєю необмеженого типу на `1, яка є
обмеженою на замкненiй одиничнiй кулi `1 i необмеженою на будь-якiй кулi
з центром у нулi радiуса r > 1. Кожен полiном un є прото-S-iнварiантним,
але u не є прото-S-iнварiантною. Обмеження u на замкнену одиничну кулю
є L-прото-S-iнварiантним. Справдi, пiдставляючи Aj = Cj1, отримаємо, що

lim
j→∞

(u ◦ Aj)(x) =
∞∑
n=1

∞∑
i=1

xni

є коректно визначеною та субсиметричною для ‖x‖≤ 1.

Легко перевiрити, що множина прото-S-iнварiантних аналiтичних
функцiй обмеженого типу утворює алгебру, яка не є повною в загальному
випадку.

Приклад 2.8. Нехай f ∈ HSb(X). Покладемо

sm(x) =
m∑
n=1

f(xn+1, xn+2, . . .)

2n
.

Для кожного m функцiя sm є прото-S-iнварiантною, оскiльки

(sm ◦ Cm1 )(x) = f(x)
m∑
n=1

1

2n
=

2m − 1

2m
f(x)
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є субсиметричною. Але гранична функцiя

s(x) = lim
n→∞

sn(x) =
∞∑
n=1

f(xn+1, xn+2, . . .)

2n

не є прото-S-iнварiантною. Зауважимо, що s є L-прото-S-iнварiантною,
оскiльки

lim
m→∞

(s ◦ Cm1 )(x) = f(x).

Наступна теорема є узагальненням наслiдку 2.6.

Теорема 2.6. Нехай напiвгрупа операторiв S на X така, що алге-
бра PS(X) є факторiальною. Тодi алгебра прото-S-iнварiантних полiномiв
також є факторiальною. Зокрема, алгебра прото-субсиметричних полi-
номiв є факторiальною.

Доведення. Припустимо, що P = Q1 · · ·Qm є прото-S-iнварiантним полiно-
мом на X. Тодi P ◦ A ∈ PS(X) для деякого A ∈ S. З iншого боку,

P ◦ A = (Q1 ◦ A) · · · (Qm ◦ A).

Таким чином, кожний множник Qi ◦A є S-iнварiантним, тобто кожний Qi

є прото-S-iнварiантним.
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2.8. Апроксимацiя субсиметричних функцiй

У цьому пiдроздiлi розглянемо умови, коли субсиметричну функцiю
на банаховому просторi можна апроксимувати субсиметричними аналiти-
чними функцiями або полiномами.

Якщо f – аналiтична функцiя на областi O комплексного банахового
простору X, то за означенням, для кожного x ∈ O iснує окiл U точки x,
U ⊂ O та однорiднi неперервнi полiноми gn такi, що

f(x+ y) =
∞∑
n=0

gn(y) (2.8)

для кожного y ∈ U, причому ряд збiгається абсолютно та рiвномiрно на U.
Але, якщо f є S-iнварiантною, для деякої напiвгрупи симетрiй S, то для
деякого фiксованого x ∈ X функцiя y 7→ f(x+y) не обов’язково має бути S-
iнварiантною, i полiноми gn не обов’язково повиннi бути S-iнварiантними.

Приклад 2.9. Нехай X = `1, f(x) = P2(x) =
∑∞

i=1 x
2
i . Тодi f є суб-

симетричною (навiть симетричною), тодi як

f(x+ y) = P2(x+ y) =
∞∑
i=1

x2
i +

∞∑
i=1

y2
i + 2

∞∑
i=1

xiyi

є субсиметричною функцiєю вiд y лише якщо x = 0.

Легко бачити, що якщо f – субсиметрична аналiична функцiя в обла-
стi O, що мiстить нуль, то полiноми gn розкладу в ряд Тейлора (2.8) є
субсиметричними, якщо x = 0 i не обов’язково субсиметричними в iншому
випадку.

Iз означення субсиметричних функцiй маємо наступне твердження.

Твердження 2.11. Якщо f – субсиметрична фунцiя на субсиме-
тричнiй пiдмножинi Ω ⊂ X, тодi для кожних x, y i z в X таких, що
y / x / z ∈ Ω функцiя x 7→ f(y / x / z) є субсиметричною.

Враховуючи неперервнiсть стандартних полiномiв та рiвняння (2.3),
отримаємо наслiдок.
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Наслiдок 2.7. Якщо P ∈ PS(X), тодi для кожних y i z в X функцiя
x 7→ P (y / x / z) належить PS(X).

Теорема 2.7. Нехай f – аналiтична функцiя на субсиметричнiй вiд-
критiй пiдмножинi O простору X. Для кожного x ∈ O ∩ c00 iснує ε > 0

таке, що функцiя g(y) = f(x / y) є аналiтичною i субсиметричною у
вiдкритiй кулi εBX = {y ∈ X: ‖y‖< ε}.

Доведення. Нехай x = (x1, . . . , xm, 0 . . .) для деякого m ∈ N. Тодi функцiя
z 7→ f(x+ z) є аналiтичною в εBX для деякого ε > 0. Нехай

f(x+ z) =
∞∑
n=0

hn(z)

– розклад у ряд Тейлора функцiї f(x+ ·) в εBX . Якщо y ∈ εBX , тодi

z =
(

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m

, y1, y2, . . .
)
∈ εBX .

З iншого боку, x+ z = x / y, а тому

f(x / y) =
∞∑
n=0

hn(z) =
∞∑
n=0

hn

(
0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

m

, y1, y2, . . .
)

=
∞∑
n=0

gn(y),

де
gn(y) = hn

(
0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

m

, y1, y2, . . .
)
.

Оскiльки функцiя y 7→ f(x/y) є субсиметричною, то кожний n-однорiдний
полiном gn є субсиметричним. Справдi, субсиметричнiсть полiнмiв gn ви-
пливає з субсиметричностi f(x / y) при фiксованому x за допомогою фор-
мули 1.2.

Як ми знаємо, якщо (A,≺) – цiлком впорядкована нескiнченна мно-
жина, то iснує iзоморфне вкладення

JA: `p ↪→ `p(A)

таке, що
JA: ek 7→ eγk
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i з k < m випливає, що γk ≺ γm. Крiм того, кожний стандартний полiном
Pα1,...,αn на `p можна продовжити до полiнома PA

α1,...,αn
на `p(A) за формулою

PA
α1,...,αn

(z) =
∑

γ1≺···≺γn

zα1
γ1
· · · zαnγn

i оператор продовження є лiнiйним та мультиплiкативним. Iз того факту,
що кожен полiном з PS(`p) є скiнченною лiнiйною комбiнацiєю стандартних
полiномiв, випливає, що кожен субсиметричний полiном P на `p можна
продовжити до полiнома PA oна `p(A), причому легко перевiрити, що ‖P‖=
‖PA‖. Також, A та JA можна вибрати так, що для заданих x i y в `p iснують
x̃ та ỹ в `p(A) такi, що

P (x / y) = PA(x̃+ ỹ) (2.9)

для кожного P ∈ PS(`p). Наприклад, нехай A = N1 ∪ N2, де N1 та N2 –
множини, кожна з яких оттожнюється з множиною натуральних чисел зi
звичайним порядком, i якщо i ∈ N1 та j ∈ N2, тодi i ≺ j. Якщо x i y
належать `p, тодi

x̃+ ỹ = (x1, . . . , xi, . . .) + (y1, . . . , yj, . . .) ∈ `p(N1 ∪ N2), i ∈ N1, j ∈ N2.

Отже, P (x / y) = PA(x̃+ ỹ).

Беручи до уваги формулу (2.9) i дiючи так само, як у доведеннi тео-
реми 2.7, отримаємо такий наслiдок.

Наслiдок 2.8. Нехай f – аналiтична функцiя на субсиметричнiй
вiдкритiй пiдмножинi O простору `p, 1 ≤ p < ∞. Для кожного x ∈ O
iснує ε > 0 таке, що функцiя g(y) = f(x / y) є аналiтичною та субсиме-
тричною у вiдкритiй кулi εB`p = {y ∈ X: ‖y‖< ε}.

Надалi працюватимемо з дiйсними банаховими просторами. Для
подальшого аналiзу зафiксуємо кiлька вiдомих фактiв i формулювань, що
слугуватимуть пiдготовкою до наступних результатiв.

Згiдно з [8], дiйсна аналiтична функцiя g на X є рiвномiрно аналiти-
чною, якщо радiус рiвномiрної збiжностi g у будь-якiй точцi x ∈ X бiльший
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або дорiвнює Rg для деякого Rd > 0. Дiйсна аналiтична функцiя g на X
є вiдокремлювальною, якщо множина {x ∈ X: d(x) < α} є непорожньою
пiдмножиною одиничної кулi BX простору X. Кожен полiном є, очевидно,
рiвномiрно аналiтичною функцiєю. Для того, щоб однорiдний полiном P

був вiдокремлювальний необхiдно i достатньо щоб iснувала константа c > 0

така, що P (x) ≥ c для кожного x, ‖x‖= 1 ( [8], стр. 93). Тобто, якщо на X
iснує вiдокремлювальний полiном, то на X iснує також рiвномiрно аналiти-
чна вiдокремлювальна функцiя. Прикладом вiдокремлювального полiнома
на гiльбертовому просторi є P (x) = (x, x), де (x, x) – скалярний добуток. З
iншого боку, на будь-якому замкненому пiдпросторi простору c0 iснує рiв-
номiрно аналiтична вiдокремлювальна функцiя (див. [8]), тодi як у самому
просторi c0 i його замкнених пiдпросторах не iснує вiдокремлювального
полiнома. Зокрема,

g(x) =
∞∑
n=1

x2n
n

є рiвномiрно аналiтичною вiдокремлювальною функцiєю на c0.

Теорема 2.8. ( [8]) Нехай X – дiйсний сепарабельний банахiв про-
стiр, на якому iснує рiвномiрно аналiтична вiдокремлювальна функцiя,
O – деяка вiдкрита пiдмножина простору X, а f – рiвномiрно неперервне
вiдображення, визначене на O та зi значеннями, що лежать у замкненiй
пiдмножинi C довiльного банахового простору Y. Тодi, для кожного ε > 0,
iнснує аналiтичне вiдображення h, визначене на O та зi значенням в C
таке, що

‖f(x)− h(x)‖< ε, для будь-якого x ∈ O.

У [26] (теорема 2.3) доведено, що для заданого дiйсного банахового
простору X з субсиметричним базисом (en) та N -однорiдного полiнома на
X iснує N -однорiдний субсиметричний полiном P ∗ на X такий, що для
кожного ε > 0 iснує нескiнченна множина цiлих iндексiв H таких, що

‖P − P ∗‖XH
≤ ε,
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де XH – замкнений пiдпростiр, породжений {en:n ∈ H}. Крiм того, для
кожного k ∈ N

P ∗
( k∑

i=1

xiei

)
= lim

n1<···<nk,
nj∈H

P
( k∑

i=1

xieni

)
(див. [26]), i тому ‖P ∗‖= ‖P‖, а вiдображення P 7→ P ∗ є гомоморфiзмом
алгебр [10].

Теорема 2.9. Нехай X – дiйсний банахiв простiр iз субсиметричним
базисом, а f :X → R – рiвномiрно неперервна субсиметрична функцiя.
Якщо iснують числа r > 0, ε > 0 та аналiтична рiвномiрно неперервна
функцiя h: rBX → R така, що

sup
‖x‖≤r
|f(x)− h(x)|< ε,

то iснує субсиметрична аналiтична функцiя u:RBX → R така, що

sup
x∈RBX

|f(x)− u(x)|< ε,

де R = r
2e .

Доведення. Нехай fC та hC – аналiтичнi продовження функцiй f i h вiд-
повiдно. Тодi вони є аналiтичними в r

2e-околi точки (x, 0) ∈ XC. Нехай H
– пiдмножина N така, що

|(hC)∗(x)− hC(x)| ≤ ε

2
, x ∈ RBXC

⋂
XC
H .

Тодi, також
|h∗(x)− h(x)|≤ ε

2
, x ∈ RBX

⋂
XH .

Оскiльки функцiя f є субсиметричною та неперервною, то вона є S-
симетричною (за твердженням 2.1), тому

f(x) = f(CH(x)) = f
( ∞∑
k=1

xieik

)
, (i1, . . . , ik, . . .) = H.
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Зауважимо, що x ∈ RBX означає CH(x) ∈ RBX . Отже,

sup
x∈RBX

|f(x)− h∗(x)| = sup
x∈RBX∩XH

|f(x)− h∗(x)|

≤ sup
x∈RBX∩XH

|f(x)− h(x)|

+ sup
x∈RBX∩XH

|h∗(x)− h(x)|< ε.

Таким чином, отримаємо необхiдну нерiвнiсть для u = h∗.
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2.9. Похiднi, пов’язанi iз субсиметричними функцiями

У цьому пiдроздiлi ми позначаємо через X банахiв простiр `p, 1 ≤ p <

∞ над полем K дiйсних або комплексних чисел.
Оскiльки класичний оператор зсуву f(·) 7→ f(· + y) не зберiгає вла-

стивостi субсиметричностi функцiї f, класичнi оператори диференцiюва-
ння переводять, в загальному випадку, субсиметричнi функцiї у функцiї
якi не є субсиметричними. У цьому пiдроздiлi ввдено похiднi, породженi
операцiєю субсиметричного зсуву f(·) 7→ f(· / y), i встановлено їх зв’язок
iз похiдною Гато на вiдповiдно побудованих банахових просторах. Тому
можна застосувати стандартнi диференцiальнi мiркування до субсиметри-
чних функцiй та отримати явнi формули для таких похiдних у випадку
стандартних субсиметричних полiномiв на `1.

Означення 2.2. Субсиметрична функцiя f на X, що набуває значень
в деякому банаховому просторi, називається:

• субсиметрично диференцiйовною злiва (або ∂L-диференцiйовною) за
елементом h ∈ X в точцi x ∈ X, якщо iснує границя

∂Lf(x)(h) := lim
t→0

f(th / x)− f(x)

t
;

• субсиметрично диференцiйовною справа (або ∂R-диференцiйовною) за
елементом h ∈ X у точцi x ∈ X, якщо iснує границя

∂Rf(x)(h) := lim
t→0

f(x / th)− f(x)

t
;

• субсиметрично диференцiйовною в серединi (або ∂M -диференцiйовною)
за елементом h ∈ X у точках x, y ∈ X, якщо iснує границя

∂Mf(x, y)(h) := lim
t→0

f(x / th / y)− f(x / y)

t
,

де t – скаляр з поля K.
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Теорема 2.10. Iснують цiлком впорядкованi множини AR, AL та
AM такi, що для всiх x, y та h в X iснують xR, hR ∈ AR, xL, hL ∈ AL i
xM , yM , hM ∈ AM такi, що для кожної субсиметричної продовжувальної
функцiї f, що набуває значень у деякому банаховому просторi,

∂Rf(x)(h) = dfAR(xR)(hR),

∂Lf(x)(h) = dfAL(xL)(hL),

∂Mf(x, y)(h) = dfAM (xM + yM)(hM),

тобто, якщо iснують похiднi ∂Rf(x)(h), ∂Lf(x)(h) i ∂Mf(x, y)(h), то i
iснують похiднi Гато dfAR(xR)(hR), dfAL(xL)(hL), dfAM (xM + yM)(hM).

Доведення. Вiзьмемо AR = N ∪ N з натуральним порядком. Таким чином,
X(AR) = X ×X. Покладемо xR = (x, 0) ∈ X ×X та hR = (0, h) ∈ X ×X.
Тодi, оскiльки f -продовжувальна функцiя,

f(x / h) = fAR(xR + hR)

для кожної субсиметричної функцiї f. Отже,

lim
t→0

f(x / th)− f(x)

t
= lim

t→0

fAR(xR + thR)− fAR(xR)

t
,

за умови, що перша границя з рiвностi iснує. Тому в цьому випадку
∂Rf(x)(h) = dfAR(xR)(hR).

Аналогiчно, поклавши AL = N∪N, xL = (0, x) та hl = (h, 0), отримаємо

f(h / x) = fAL(xL + hL).

З тiєї самої причини, що й вище, маємо ∂Lf(x)(h) = dfAL(xL)(hL).

Нарештi, нехай AM = N ∪ N ∪ N з натуральним порядком. Тодi
X(AM) = X × X × X. Покладемо xM = (x, 0, 0), yM = (0, 0, y) та
hM = (0, h, 0). Очевидно, що

f(x / h / y) = fAM (xM + yM + hM).

Мiркуючи, як i вище, отримаємо ∂Mf(x, y)(h) = dfAM (xM + yM)(hM).
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Позначимо через ∂ спiльне позначення для ∂R та ∂L.

Наслiдок 2.9. Якщо f i g – ∂-диференцiйовнi функцiї зi значеннями
в K, тодi виконується правило Лейбнiца:

∂(fg)(x)(h) = g(x)∂(f)(x)(h) + f(x)∂(g)(x)(h),

а якщо f i g – ∂M -диференцiйовнi функцiї зi значеннями в K, тодi

∂(fg)(x, y)(h) = g(x / y)∂(f)(x, y)(h) + f(x / y)∂(g)(x, y)(h), x, y ∈ X.

Доведення. Iз правила Лейбнiца для похiдної Гато та теореми 2.10 випли-
ває, що

∂R(fg)(x)(h) = d(fARgAR)(xR)(hR)

= gAR(xR)d(fAR)(xR)(hR) + fAR(xR)d(gAR)(xR)(hR)

= g(x)∂R(f)(x)(h) + f(x)∂R(g)(x)(h).

Аналогiчно, те саме виконується i для ∂L, i для ∂M .

Наслiдок 2.10. Нехай f – ∂R-диференцiйовна (вiдповiдно, ∂L-
диференцiйовна, ∂M -диференцiйовна) функцiя зi значеннями в K i q –
деяка диференцiйовна функцiя вiд однiєї змiнної t ∈ K. Тодi

∂R(q(f))(x)(h) = q′t(f(x)∂R(x)(h)

(вiдповiдно ∂L(q(f))(x)(h) = q′t(f(x)∂L(x)(h),

∂M(q(f))(x, y)(h) = q′t(f(x)∂M(x, y)(h)).

Доведення наступного твердження випливає з неперервностi операто-
ра диференцiювання за Гато (який у цьому випадку збiгається диферен-
цiюванням за Фреше) в алгебрi аналiтичних функцiй обмеженого типу на
банаховому просторi.

Наслiдок 2.11. Нехай K = C. Для будь-якого фiксованого h ∈ X

оператори f(·) 7→ ∂f(·)(h) є неперервними на просторi HbS(X).

Розглянемо випадок, коли X = `1.
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Твердження 2.12. Для кожного стандартного полiнома Pα1,...,αm на
`1 маємо

∂LPα1,...,αm(x)(h) =

{
P1(h)Pα2,...,αm(x) якщо α1 = 1,

0 iнакше;

∂RPα1,...,αm(x)(h) =

{
P1(h)Pα1,...,αm−1(x) якщо αm = 1,

0 iнакше

для всiх x та h з `1.

Доведення. Застосовуючи формулу (2.3), отримаємо

Pα1,...,αm(th / x)− Pα1,...,αm(x) =
m∑
j=1

Pα1,...,αj(th)Pαj+1,...,αm(x)

=
m∑
j=1

tα1+···+αjPα1,...,αj(h)Pαj+1,...,αm(x).

Тобто,

lim
t→0

Pα1,...,αm(th / x)− Pα1,...,αm(x)

t
6= 0

лише тодi, коли α1 + · · · + αj = 1. Це можливо тiльки при j = 1 та
α1 = 1. У цьому випадку i отримаємо потрiбну рiвнiсть. Формулу для
∂RPα1,...,αm(x)(h) можна обчислити аналогiчно.

Твердження 2.13. Для кожного стандартного полiнома Pα1,...,αm на
`1

∂MPα1,...,αm(x, y)(h) = P1(h)
∑

{k:αk=1}

Pα1,...,αk−1(x)Pα1,...,αk+1
(y).

Доведення. Двiйчi застосовуючи формулу (2.3), отримаємо

Pα1,...,αm(x/th / y)− Pα1,...,αm(x / y)

=
n−1∑
j=0

Pα1,...,αj(x)

m−j∑
i=1

tαj+1+···+αj+iPαj+1,...,αj+i(h)Pαj+i,...,αm(y).

Отже,

lim
t→0

Pα1,...,αm(x / th / y)− Pα1,...,αm(x / y)

t
6= 0
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лише, якщо αj+1 + · · ·+αj+i = 1 для деяких i та j. Це можливо лише тодi,
якщо αk = 1 для деякого k = j + 1 та i = 1. Таким чином,

∂MPα1,...,αm(x, y)(h) =
∑

{k:αk=1}

P1(h)Pα1,...,αk−1(x)Pα1,...,αk+1
(y).

Отриманi результати уточнюють диференцiальну структуру кла-
су субсиметричних функцiй i можуть бути використанi в подальшому
дослiдженнi їх аналiтичних та алгебраїчних властивостей.
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РОЗДIЛ 3. ДИНАМIКА ОПЕРАТОРIВ,

ПОВ’ЯЗАНИХ З СИМЕТРИЧНИМИ ТА

СУБСИМЕТРИЧНИМИ СТРУКТУРАМИ

У цьому роздiлi дослiджуються структури метричного простору на
множинах мультимножин i впорядкованих мультимножин, а також анало-
ги операторiв лiвого зсуву в цих просторах. Основна увага придiляється
побудовi вiдповiдних метрик i вивченню динамiчних властивостей опера-
торiв лiвого зсуву. Крiм того, розглянуто динамiчнi властивостi операторiв
субсиметричного диференцiювання.

Спочатку ми вводимо метрики на множинах мультимножин i впоряд-
кованих мультимножин та розглядаємо їх властивостi. Пiсля цього дослi-
джуємо аналоги операторiв лiвого зсуву у вiдповiдних метричних просто-
рах мультимножин i впорядкованих мультимножин, що дає змогу порiвня-
ти їхню динамiку.

Отриманi результати використовуються для подальшого аналiзу ди-
намiки нелiнiйних операторiв, пов’язаних iз розглянутими конструкцiями.
Результати, наведенi в даному роздiлi, опублiковано в таких працях: [7,24].

3.1. Метрика на множинi мультимножин

Визначимо норму ‖[x]‖:= ‖x‖ наM+
X . Оскiльки початкова норма наX

є симетричною функцiєю, визначена норма наM+
X не залежить вiд пред-

ставлення. Очевидно (див. [35]), що ‖[x] + [z]‖≤ ‖[x]‖+‖[z]‖ та ‖[λx]‖=
|λ|‖[x]‖ для всiх [x], [z] ∈M+

X та λ ∈ C.
Функцiя ‖[x]‖ породжує метрику d наM+

X :

d([x], [z]) = ‖[x]4[z]‖,

де [x]4[z] = ([x] \ [z])∪ ([z] \ [x]) — симетрична рiзниця. Тут ми розумiємо
симетричну рiзницю, враховуючи кратностi елементiв.
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Наприклад,

[(1, 1, 2, 2, 2, 3)]4[(1, 2, 2, 2, 2, 2, 4)] = [(1, 2, 2, 3, 4)].

У роботах [14,35] було введено норму наMX за такою формулою:

‖[[y]|[x]]‖:= sup{‖[y′]‖+‖[x′]‖: [[y]|[x]] ≈ [[y′]|[x′]]}.

Ця норма породжує метрику наMX :

d([[y]|[x]], [[v]|[u]]) = ‖[[y]|[x]]− [[v]|[u]]‖.

Ця метрика є узагальненням метрикиM+
X , оскiльки

d([x], [z]) = ‖[x]4[z]‖= ‖[[0]|[x]]− [[0]|[z]]‖= d([[0]|[x]], [[0]|[z]]).

Зазначимо, що метричний простiр (MX , d), надiлений додатковими
алгебраїчними операцiями, для випадку X = `1 було введено в [35] i далi
дослiджено в [13, 16]. Загальний випадок X розглядався в [14]. Зокрема,
в [14] було доведено, що (MX , d) є повним, а отже, i (M+

X , d) як замкнена
пiдмножина.

Позначимо через (MX,0, d) пiдмножину (MX , d), що складається з еле-
ментiв [(y|x)] = [[y]|[x]] таких, що iснують елементи y′ ∈ [y] i x′ ∈ [x], якi є
скiнченними. Очевидно, (MX,0, d) є пiдгрупою (MX , d). Також позначимо

(M+
X,0, d) = (M+

X , d) ∩ (M+
X,0, d).

ЕлементиMX допускають множення на константу λ ∈ C,

C×MX 3 (λ, [(y|x)]) 7→ λ([y|x|]) := [(λy|λx)] ∈MX .

Найважливiшi результати, якi можна отримати щодо (MX , d) за до-
помогою [14,35], зiбранi в наступнiй теоремi.

Теорема 3.1. (див. [14]).

(i) (MX , d) є повним метричним простором.

(ii) Операцiя додавання є неперервною у метрицi d.
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(iii) Множення на константу є розривним, але λ[(y|x)] → 0 при λ → 0,
для будь-якого фiксованого [(y|x)].

(iv) Метричний простiр (MX , d) є несепарабельним.

(v) (M+
X,0, d) є щiльною пiдмножиною в (MX , d).

Доведення. Пункти (i) та (ii) доведено у [14]. Щоб довести (iii) та (iv),
зауважимо, що для кожного ε > 0 i [(y|x)] 6= 0,

d(λ[(y|x)], (λ+ ε)[(y|x)]) = 2λ+ ελ→ 0

при ε → 0, якщо λ 6= 0. Отже, операцiя множення на константу є розрив-
ною, а iнтервал λ[(y|x)], 0 < λ1 < λ < λ2 є незлiченною нiде не щiльною
множиною. З iншого боку,‖λ[(y|x)]‖= |λ|‖[(y|x)]‖→ 0 при λ→ 0.

Щоб довести (v), зауважимо, що для будь-яких елементiв x ∈ [x] i
y ∈ [y], а також натуральних чисел n i m,

‖[(y|x)]− [(. . . , 0, ym, . . . , y1|x1, . . . , xn, 0, . . . )]‖

= ‖[(. . . , ym+k, . . . , ym+1|xn+1, . . . , xn+k, . . . )]‖

≤

∥∥∥∥∥
∞∑

k=m+1

ykek

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
∞∑

k=n+1

xkek

∥∥∥∥∥→ 0

при min{n,m} → ∞.

Зауважимо, що множення на фiксовану константу λ визначене як
[(y|x)] 7→ λ[(y|x)] є очевидно неперервним вiдносно [(y|x)].

Будь-яку функцiю g наMX (або наM+
X) можна продовжити до фун-

кцiї ǧ на X × X (або на X) за допомогою ǧ(y|x) = g([(y|x)]) (або ǧ(x) =

g([x]) вiдповiдно). Кажуть, що функцiя f на X×X (або на X) є суперсиме-
тричною (тобто симетричною), якщо iснує функцiя g наMX (вiдповiдно,
наM+

X) така, що f(y|x) = g([(y|x)]) (вiдповiдно, f(x) = g([x])).
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Твердження 3.1. Нехай [x(m)] — послiдовнiсть у M+
X , яка збiгає-

ться до елемента [x(0)]. Тодi [x(m)] має вигляд

[x(m)] = [(x
(m)
1 , z

(m)
1 , x

(m)
2 , z

(m)
2 , . . . )],

де [z(m)] = [(z
(m)
1 , z

(m)
2 , . . . )]→ [0] при m→∞.

Доведення. Очевидно, що [x(m)]− [x(0)] =: [z(m)]→ [0] при m→∞, отже,
z(m) є таким, як потрiбно.

Теорема 3.2. Фактор-вiдображення x 7→ [x] є вiдкритим, але воно
є розривним у будь-якiй точцi X, окрiм 0.

Доведення. Вiдкрита куля радiуса r у X з центром в точцi x0, мiстить,
зокрема, всi точки вигляду x0 + z, такi що supp(x0)∩ supp(z) = ∅ i ‖z‖< r.
Але для цього випадку, [x0 + z] = [x0] + [z], i множина {[x0] + [z] : ‖[z]‖< r}
є точно вiдкритою кулею радiуса r з центром в [x0] ∈ M+

X . Таким чином,
образ будь-якої вiдкритої кулi в X пiд фактор-вiдображенням мiстить вiд-
криту кулю вM+

X i, отже, є вiдкритим.
Нехай x ∈ X i x 6= 0. Виберемо послiдовнiсть x(n) = (x

(n)
1 , x

(n)
2 , . . . )

таку, що |x(n)
k −xk|< 1/2n+k та x(n)

k 6= xj для будь-яких iндексiв k та j. Тодi

‖x− x(n)‖≤ 1

2n

∞∑
k=1

1

2k
=

1

2n
→ 0 при n→∞.

З iншого боку,

d(x, x(n)) =
∥∥∥[(x(n)|x)]

∥∥∥ = ‖x‖+‖x(n)‖> ‖x‖> 0.

Таким чином, фактор-вiдображення є розривним у x.
Вiдповiдно до визначення d, послiдовнiсть x(m) ∈ X прямує до 0 тодi

i тiльки тодi, коли ‖[x(m)]‖= ‖x(m)‖ прямує до 0, тобто [x(m)] → [0] вM+
X .

Таким чином, вiдображення x 7→ [x] є неперервним у 0.

Наслiдок 3.1. Якщо симетрична функцiя f на X є неперервною,
тодi f̂ : [x]→ f(x) є неперервною наM+

X .
Симетрична функцiя f на X є неперервною в нулi тодi i тiльки тодi,

коли f̂ є неперервною в точцi [0].
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Приклад 3.1. Нехай X = `1 i χ — характеристична функцiя вiд-
критого одиничного диска D ⊂ C, тобто χ(t) = 1 при |t|< 1 i χ(t) = 0

при |t|≥ 1. Визначимо

g(x) =
∞∑
n=1

xnχ(xn), x ∈ `1.

Очевидно, що g є симетричною та розривною функцiєю. Проте ĝ є
неперервною наM+

X . Дiйсно, нехай [x(m)]→ [x] при m→∞. Достатньо
перевiрити випадок, коли g(x(m)) 6→ g(x). Для всiх координат x

(m)
i ве-

кторiв x(m) виконується |x(m)
i |< 1, але iснує координата xj такого, що

|xj|≥ 1, тодi d([x(m)], [x]) ≥ |xj|≥ 1. Отже, у цьому випадку [x(m)] 6→ [x].
Очевидно, що для iнших випадкiв маємо збiжнiсть.

Наприклад, якщо абсолютнi значення всiх координат x меншi за 1,
тодi ĝ(x(m)) = x(m) → x = ĝ(x) при m → ∞. Таким чином, ĝ є неперерв-
ною, тодi як g — нi.

Наступний приклад показує, що збiжнiсть x(m) в X не означає збi-
жнiсть [x(m)] уM+

X .

Приклад 3.2. Множина комплексних чисел може бути природно
вкладена вM+

X за допомогою

C 3 λ [λ] = λ[e1] ∈M+
X .

Але

d(λ1, λ2) =

|λ1|+|λ2|, якщо λ1 6= λ2,

0, якщо λ1 = λ2.

Iншими словами, обмеження метрики d на область визначення будь-
якої замкненої пiдмножини C, яка не мiстить нуль, породжує дискре-
тну топологiю. Зокрема, якщо λn збiгається до λ 6= 0 у C i λn 6= λ для
всiх n, то λne1 збiгається до λe1 у X, але [λn] не збiгається до [λ] уM+

X .

Можна помiтити, що топологiя, породжена метрикою d, виглядає над-
то сильною. Введемо iншу метрику наMX , яка породжує слабшу тополо-
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гiю. Вiдображення f з метричного простору (X, ρ1) у метричний простiр
(Y, ρ2) називається лiпшицевим, якщо його константа Лiпшиця

L(f) = sup
x,z∈X

ρ2(f(x), f(z))

ρ1(x, z)

є скiнченною. Якщо L(f) ≤ 1, то f називається нерозширювальним. Згiдно
з [51, с. 10-13], справедлива наступна теорема:

Теорема 3.3. Нехай (X, ρ0) — повний метричний простiр, а “∼” —
вiдношення еквiвалентностi на X. Тодi наступна функцiя на (X/∼) ×
(X/∼),

ρ([x], [z]) = inf{ρ0(x
′, q1)+ρ0(q

′
1, q2)+· · ·+ρ0(q

′
n−1, z

′) : x ∼ x′, z ∼ z′, qj ∼ q′j}

є псевдометрикою, i

ρ([x], [z]) = sup|f(x)− f(z)|,

де f пробiгає множину дiйснозначних нерозширювальних функцiй на X
таких, що f(x) = f(y), якщо x ∼ y. Бiльш того, якщо iснує послiдовнiсть
нерозширювальних функцiй fk : X → R така, що x ∼ z, тодi i тiльки
тодi, коли fk(x) = fk(z) для всiх k ∈ N, то ρ є метрикою.

Наслiдок 3.2. Функцiя ρ(·, ·), визначена як

ρ([u], [v]) = inf{‖u′−q1‖+‖q′1−q2‖+ · · ·+‖q′n−1−v′‖| u ≈ u′, v ≈ v′, qj ≈ q′j},

є псевдометрикою наMX , i вона є метрикою, якщо X = `p, 1 ≤ p < ∞,
де ‖u‖= ‖x‖+‖y‖, u = (x|y) — стандартна норма в X ×X.

Доведення. Застосовуючи теорему 3.3 до ρ0(u, v) = ‖u − v‖, u, v ∈ X ×X
та до вiдношення еквiвалентностi “≈”, функцiя ρ(·, ·) є псевдометрикою
на MX . Нехай X = `p для деякого 1 ≤ p < ∞. Ми стверджуємо, що
многочлени

Tk(u) = Tk(y|x) =
∞∑
j=1

xkj −
∞∑
j=1

ykj
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задовольняють умову u ≈ v, тодi i тiльки тодi, коли Tk(u) = Tk(v) для всiх
k ∈ N, k ≥ dpe, де dpe — це цiла частина p. Справдi, в [1] доведено, що
x ∼ y в `p, 1 ≤ p <∞, тодi i тiльки тодi, якщо

∞∑
j=1

xkj =
∞∑
j=1

ykj ,

тобто Tk(y|x) = 0 для всiх k ≥ m ≥ [p]. Отже, [(y|x)] = [0], тодi i тiльки
тодi, коли x ∼ y, що еквiвалентно Tk(y|x) = 0 для всiх k ≥ m ≥ [p]. Нехай
тепер u = (y|x), v = (d|b), i Tk(u) = Tk(v) для всiх k ≥ m ≥ [p]. Тодi

∞∑
j=1

xkj −
∞∑
j=1

ykj =
∞∑
j=1

bkj −
∞∑
j=1

dkj

i, отже, Tk(y•b|x•d) = 0. Таким чином, [[y]−[b]|[x]−[d]] = [(y|x)]−[(d|b)] =

[0], тобто u ≈ v.
Зауважимо, що для k ≥ [p] та u = (y|x) з ||u||≤ 1 ми маємо

|Tk(u)|1/k≤

( ∞∑
j=1

|xkj |+
∞∑
j=1

|ykj |

)1/k

≤ (||x||p+||y||p)1/p ≤ ||u||.

Визначимо fk(u) := |Tk(u)|1/k. Оскiльки функцiя u 7→ ||u|| не збiльшує
норму, а також |Tk(u)|1/k≤ ||u||, послiдовнiсть fk є такою, як потрiбно у
теоремi 3.3. Отже, ρ є метрикою.

Для загального випадку X кiлькiсть симетричних многочленiв може
бути недостатньою. Наприклад, c0 не допускає жодного неконстантного
симетричного полiнома. Проте iснують iншi нерозширювальнi симетричнi
функцiї на X. Розглянемо наступний лiнiйний порядок “≺” на множинi
комплексних чисел C. Нехай a = |a|(cos θa+ i sin θa) i b = |b|(cos θb+ i sin θb)

— комплекснi числа. Припустимо, що θa та θb належать iнтервалу [0, 2π).
Якщо |a|6= |b|, то вважаємо, що a ≺ b, якщо |a|< |b|. Якщо |a|= |b|, то
a ≺ b, тодi i тiльки тодi, коли θa < θb.Очевидно, що ” ≺ ” є лiнiйним поряд-
ком i будь-яка скiнченна множина комплексних чисел має максимальний
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i мiнiмальний елемент вiдносно цього порядку. Для заданої пiдмножини
K комплексних чисел позначимо через Max(K) максимальний елемент у
K (якщо вiн iснує) вiдносно “≺”. Позначимо [u] = [(y|x)] ∈ MX i при-
пустимо, що (y|x) є незвiдним представленням [u]. Визначимо: m+

1 ([u]) =

Maxn(xn), m−1 ([u]) = Maxn(yn). Якщо m+
1 ([u]) i m−1 ([u]) визначенi, то

m+
k+1([u]) = m+

1

(
[u]−

[
0|m+

1 ([u]),m+
2 ([u]), . . . ,m+

k ([u])
]]

)

= Max{[x] \ {m+
1 ([u]),m+

2 ([u]), . . . ,m+
k ([u])}},

i

m−k+1([u]) = m−1
(
[u]−

[
m−1 ([u]),m−2 ([u]), . . . ,m−k ([u])|0

])
= Max{[y] \ {m−1 ([u]),m−2 ([u]), . . . ,m−k ([u])}}.

Iншими словами, двостороння послiдовнiсть

(. . . ,m−k ([u]), . . . ,m−2 ([u]),m−1 ([u])|m+
1 ([u]),m+

2 ([u]), . . . ,m+
k ([u]))

є перестановкою елементiв множини

(. . . , yk, . . . , y2, y1|x1, x2, . . . , xk, . . . ),

таким чином, m+
1 ([u]) � m+

2 ([u]) � . . . i m−1 ([u]) � m−2 ([u]) � . . . . Отже,
[u] = [v], тодi i тiльки тодi, коли m±k ([u]) = m±k ([v]) для кожного k ∈ N.
Оскiльки X має симетричний базис i симетричну норму, така перестанов-
ка виконується у X × X i зберiгає норму. Також легко перевiрити, що
‖mk‖= 1. Проте функцiя u 7→ m±k ([u]) не є нерозширювальною i навiть
не є неперервною. Таким чином, ми не можемо застосувати теорему 3.3 i
не вiдомо, чи є ρ метрикою в загальному випадку MX . Нехай M±

X буде
наступною пiдмножиноюMX :

M±
X = {[u] = [(y|x)] ∈MX : xi ≥ 0, yj ≤ 0, i, j ∈ N}.
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Очевидно, щоM±
X є напiвгрупою, але не групою. У [40] було доведено,

що обмеження функцiй u 7→ m+
k [u] i u 7→ m−k [u] на метричний пiдпростiр

{(y, x) ∈ X ×X : xi ≥ 0, yj ≤ 0, i, j ∈ N}

є Лiпшицевою функцiєю з Лiпшицевою сталою, що дорiвнює 1. Таким чи-
ном, маємо наступне твердження.

Наслiдок 3.3. Обмеження псевдовметрики ρ наM±
X є метрикою.

Доведення. Достатньо взяти f2k = m+
k та f2k−1 = m−k i застосувати теорему

3.3.

Твердження 3.2. Функцiї m+
k [u] та m−k [u] є неперервними на ме-

тричному просторi (MX , d).

Доведення. Нехай [u] = [(y|x)]. Тодi m+
k [u] ≤ ‖x‖≤ ‖[u]‖ та m−k [u] ≤ ‖y‖≤

‖[u]‖. Отже, якщо ‖[u]‖→ 0, то обидвi m+
k [u] i m−k [u] прямують до нуля для

кожного k.

Твердження 3.3. Вiдображення u 7→ [u] є неперервним як вiдобра-
ження з X ×X до (MX , ρ).

Доведення. За означенням ρ, ρ([u], [v]) ≤ ‖u−v‖. Тому, якщо un → v в X×
X при n → ∞, то [un] → [v] в (MX , ρ) при n → ∞, i отже, вiдображення
u 7→ [u] є неперервним.

Твердження 3.4. Операцiя додавання ([u], [v]) 7→ [u]+[v] є неперерв-
ною в (MX , ρ).

Доведення. Нехай [z], [w] у MX та µ ∈ C такi, що ρ([u], [z]) < ε/2 i
ρ([v], [w]) < ε/2. Тодi для деяких n,m ∈ N iснують q1, . . . , qn−1 i s1, . . . , sm−1

уMX такi, що

‖u′ − q1‖+‖q′1 − q2‖+ · · ·+ ‖q′n−1 − z′‖< ε/2,

де u ≈ u′, z ≈ z′, i qj ≈ q′j, а також

‖v′ − s1‖+‖s′1 − s2‖+ · · ·+ ‖s′m−1 − w′‖< ε/2,
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де v ≈ v′, w ≈ w′ i sj ≈ s′j. Отже,

ρ([u] + [v], [z] + [w]) ≤ ‖u′ + v′ − q1 − s1‖+‖q′1 + s′1 − q2 − s2‖+ · · ·

+‖q′n−1 + s′n−1 − z′ − w′‖≤ ‖u′ − q1‖+‖q′1 − q2‖+ · · ·

+‖q′n−1 − z′‖+‖v′ − s1‖+‖s′1 − s2‖+ · · ·+ ‖s′m−1 − w′‖< ε.

Отже, якщо [z] прямує до [u], а [w] прямує до [v], тодi [z] + [w] прямує
до [u] + [v]. Тобто, додавання є неперервним.

Лема 3.1. Для будь-яких [u] i [v] у MX iснують елементи ũ ≈ u i
ṽ ≈ v такi, що d([u], [v]) = ‖ũ− ṽ‖.

Доведення. Нехай u = (y|x) = (. . . , y2, y1|x1, x2, . . .) та v = (d|b) = (. . . , d2,

d1|b1, b2, . . .) без обмеження, в загальному можемо вважати, що елементи
(y|x) та (d|b) є нескоротними. Тодi маємо

ũ = (. . . , y3, 0, y2, 0, y1|x1, 0, x2, 0, x3, . . .)

та ṽ = (. . . , d̃2, d̃1|b̃1, b̃2, . . .), причому bk = b̃σ(k), dj = d̃µ(j), де µ та σ —
iн’єкцiї з N у себе, заданi наступним чином. Якщо b1 = xk, тодi σ(1) = k;
якщо b1 6= xk для жодного k ∈ N, тодi σ(1) = 2; якщо d1 = yj, тодi µ(1) = j;
якщо d1 6= yj для жодного j ∈ N, тодi µ(1) = 2. Припустимо, що σ(n) та
µ(n) визначенi. Якщо bn+1 = xk для деякого k /∈ N\{σ(1), . . . , σ(n)}, тодi
σ(n + 1) = 2k − 1, iнакше σ(n + 1) = 2n; якщо dn+1 = yj для деякого
j /∈ N\{µ(1), . . . , µ(n)}, тодi µ(n + 1) = 2j − 1, iнакше µ(n + 1) = 2n.
Таким чином, ми побудували iн’єктивнi (але не обов’язково сюр’єктивнi)
вiдображення µ та σ. Також визначаємо b̃k = 0 та d̃j = 0 для всiх k та j,
що не належать до областi значень σ та µ вiдповiдно. Наприклад, якщо
u = (. . . , 0,−1, 3, 2|1, 1, 4,−5, 0, . . .) та v = (. . . , 0, 2, 3|1, 6, 0, . . .), тодi ũ =

(. . . , 0,−1, 0, 3, 0, 2|1, 0, 1, 0, 4, 0,−5, . . .) та ṽ = (. . . , 0, 3, 0, 2|1, 6, 0, . . .).
Отже, можна побачити, що для таких представникiв ũ i ṽ, d([u], [v]) =

‖ũ− ṽ‖.

Наслiдок 3.4. Топологiя, породжена ρ на MX , є слабшою за топо-
логiю, породжену d.
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Доведення. За визначенням ρ та леми 3.1,

ρ([u], [v]) ≤ ‖ũ− ṽ‖= d([u], [v]).

Отже, ρ є неперервною в (MX , d), i тому топологiя, породжена ρ, є слабшою
за топологiю, породжену d.

Легко перевiрити, що у випадку, коли ρ є метрикою, (MX , ρ) є сепара-
бельним метричним простором. Ми не знаємо, чи є фактор-вiдображення
вiдкритим у топологiї ρ, але з теореми 3.3 випливає, що для кожної лiпши-
цевої суперсиметричної функцiї f на X × X функцiя ([y|x]) 7→ f(y, x) є
неперервною на (MX , ρ). Також ми не знаємо, чи є (MX , ρ) повним про-
стором.
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3.2. Метрика на множинi впорядкованих мультимножин

Визначимо наступне вiдношення еквiвалентностi на X: кажемо, що
x ' y, якщо iснує бiєкцiя σ: supp(x) → supp(y) така, що σ(i) < σ(j), коли
i < j та xi = yσ(i) для кожного i ∈ supp(x). Очевидно, x ' y тодi i тiльки
тодi, коли iснують τ1 та τ2 в S такi, що τ1(x) = τ2(y). Нехай [x] – клас
еквiвалентностi, що мiстить x. Визначимо канонiчного представника [x] як

x̂ = (xi1, xi2, . . . , xim, 0, 0, . . .) ∈ X,

де i1, i2, . . . , im ∈ supp(x) та 1 ≤ m ≤ ∞. Iншими словами, або всi коор-
динати x̂i вектора x̂ ненульовi, або якщо x̂i = 0, тодi x̂j = 0 для кожного
j > i. Легко перевiрити, що канонiчний представник завжди iснує та є
єдиними. Для заданого x ∈ X, x̂ можна отримати, вилучивши всi нульовi
координати xi для i < M, де M – максимальне число таке, що xM 6= 0, або
M =∞, якщо x має нескiнченно багато ненульових координат.

Легко бачити, що f(x) = f(x̂) для кожної субсиметричної функцiї f
та x ∈ X. Навпаки, якщо f0 – функцiя на фактор-множинi X/', то можна
визначити субсиметричну функцiю f на X за допомогою f(x) = f0(x̂),

x ∈ X.
Наступне твердження показує, що вiдображення x 7→ x̂ є розривним в

X.

Твердження 3.5. Вiдображення w:x 7→ x̂, що дiє з X в X є роз-
ривним у будь-якiй точцi x вигляду x = (0, x2, . . . , xm, 0, . . .), де xi 6= 0,

2 ≤ i ≤ m ≤ ∞.

Доведення. Нехай x(n) = (εn, x2, . . . , xm, 0, . . .) – послiдовнiсть ве-
кторiв в X, така що εn 6= 0 та εn → 0 при n → ∞. Оскiльки
w(x(n)) = (εn, x2, . . . , xm, 0, . . .) та w(x) = (x2, x3, . . . , xm, 0, . . .), має-
мо

‖x(n) − x‖= |εn|→ 0,
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тобто x(n) → x. З iншого боку,

w(x(n))− w(x) = (εn − x2, x2 − x3, . . . , xm, 0, . . .).

Таким чином,
‖w(x(n))− w(x)‖≥ |x2|> 0

i тому w(x(n)) 6→ w(x). Отже, вiдображення w є розривним в точцi x.

Позначимо через MX фактор-множину X/' . Множину MX можна
розглядати як множину впорядкованих мультимножин ненульових чисел
(ненульових координат векторiв x ∈ X). Введемо таку метрику d на MX

d([x], [y]) = ‖x̂− ŷ‖, x, y ∈ X.

Лема 3.2. Функцiя d є метрикою на MX .

Доведення. Нехай x ' x′ та y ' y′. Оскiльки кожен клас еквiвалентностi
[x] має єдиного представника x̂, то

x̂ = x̂′, and ŷ = ŷ′.

Отже,
‖x̂− ŷ‖= ‖x̂′ − ŷ′‖

i тому вiдстань d є коректно визначеною на MX .

Оскiльки ‖·‖ є нормою на X, то

d([x], [y]) = ‖x̂− ŷ‖≥ 0

для всiх [x], [y] ∈MX . Також

d([x], [y]) = 0 ⇐⇒ ‖x̂− ŷ‖= 0 ⇐⇒ x̂ = ŷ ⇐⇒ x ' y ⇐⇒ [x] = [y].

Для будь-яких [x], [y] ∈MX отримаємо

d([x], [y]) = ‖x̂− ŷ‖= ‖ŷ − x̂‖= d([y], [x]).

Перевiримо нерiвнiсть трикутника. Якщо [x], [y], [z] ∈MX , то

x̂− ẑ = (x̂− ŷ) + (ŷ − ẑ),
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i за нерiвнiстю трикутника для норми ‖·‖ маємо

‖x̂− ẑ‖= ‖x̂− ŷ + ŷ − ẑ‖≤ ‖x̂− ŷ‖+‖ŷ − ẑ‖.

Отже,
d([x], [z]) ≤ d([x], [y]) + d([y], [z]).

Вiдомо, що кожен метричний простiрM є цiлком гаусдорфовим, тобто
для кожних u та v в M, де u 6= v, iснує неперервна функцiя f на M

така, що f(u) 6= f(v). Нехай C(M) – алгебра всiх неперевних функцiй на
M з топологiєю поточкової збiжностi. Iншими словами, топологiя C(M)

є найслабшою топологiєю, вiдносно якої всi функцiонали δu:u 7→ u(x) є
неперервними. Отже, якщо M = MX , то x ' y тодi i тiльки тодi, коли
δx = δy. У [7] було зауважено, що для X = `p, x ' y тодi i тiльки тодi, коли
f(x) = f(y) для кожного f ∈ HbS(`p).

Твердження 3.6. Кожна неперервна функцiя f на (MX , d) iнду-
кує неперервну субсиметричну функцiю f̃ на X, поклавши f̃(x) = f([x]).

Якщо f є обмеженою на обмежених пiдмножинах MX , тодi f̃ є обме-
женою на обмежених пiдмножинах X.

Доведення. Очевидно, f̃ є субсиметричною. Якщо f неперервна, то [xn]→
[x0] випливає, що f([xn]) → f([x0]) (при n → ∞. Але f̃(xn) = f([xn]) та
f̃(x0) = f([x0]). Таким чином, f̃ є неперервною.

Якщо U ⊂ X – обмежена пiдмножина i [U ] = {[x]:x ∈ U}, тодi [U ] є
обмеженою. Тому, якщо f̃ необмежена на U, то f має бути необмеженою на
[U ]. Звiдси випливає, що f̃ є обмеженою на кожнiй обмеженiй пiдмножинi
X, якщо f є обмеженою на обмежених пiдмножинах MX .

Наступна теорема показує, що простiр (MX , d) у нескiнченновимiрно-
му випадку не є повним, а також дає опис його поповнення (з точнiстю до
iзометрiї).
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Теорема 3.4. Метричний простiр (MX , d) не є повним для жодно-
го нескiнченновимiрного банахового простору X iз субсиметричним бази-
сом. Поповнення простору (MX , d) iзометричне простору X, розгляну-
того з метрикою, породженою нормою простору X.

Доведення. Нехай Î: [x] 7→ x̂ ∈ X – природне вкладення MX в X таX̂ =

Î(MX). Тодi Î є iзометрiєю, а X̂ є щiльною множиною в X. Справдi, для
довiльного вектора x = (x1, x2, . . .) 6= 0 в X розглянемо послiдовнiсть ве-
кторiв x(n) = (x

(n)
1 , x

(n)
2 , . . . ) таку, що

x
(n)
j =

{
1

2n+j if j /∈ supp(x),

xj if j ∈ supp(x).

Очевидно, що x(n) → x в X при n → ∞, причому x(n) = x̂(n) для кожного
n.

Оскiльки X є повним, то вiн є поповненням X̂. Отже, X iзометричний
поповненню (MX , d), а тому, зважаючи на X̂ 6= X, метричний простiр
(MX , d) не є повним.
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3.3. Оператор лiвого зсуву у просторi мультимножин

Позначимо через `+
1 пiдмножину всiх x ∈ `1 таких, що всi координати

xk числа x є невiд’ємними. Також позначимо через R+
X таку пiдмножину в

MX :
R+
X = {[x] ∈M+

X : x ∈ `+
1 }.

Очевидно, (R+
X , d) є метричною напiвгрупою.

Для кожного x = (x1, . . . , xn, . . .) ∈ `+
1 позначимо M(x) = [(maxi xi, 0,

0, . . .)] = [(m1([x]), 0, 0, . . .)]. Для заданого λ > 1 визначаємо наступне вiд-
ображення Tλ : RX

+ → RX
+ :

Tλ([x]) = λ([x]−M(x)).

Iншими словами, Tλ занулює максимальну координату x i домножує
результат на λ. Легко перевiрити, що Tλ є неперервним у (R+

X , d). Заува-
жимо, що Tλ не є адитивним.

Приклад 3.3.

Tλ ([(1, 2, 2)] + [(1, 2, 3)]) = λ[(1, 1, 2, 2, 2)]

6= λ[(1, 1, 2, 2)] = Tλ([(1, 2, 2)]) + Tλ([(1, 2, 3)]).

Теорема 3.5. Оператор Tλ є топологiчно транзитивним на (RX
+ , d)

для кожного λ > 1.

Доведення. Нехай R0 — пiдмножина R+, яка складається з усiх елемен-
тiв [x], таких що лише скiнченна кiлькiсть координат x не дорiвнює нулю.
Зауважимо, що R0 є щiльною пiдмножиною в (RX

+ , d). Визначимо вiдобра-
ження S : RX

+ → RX
+ за формулою:

S([y]) =
1

λ
(M(y) + [y]).

Зауважимо, що

‖Sn([y])‖≤ (n+ 1)‖y‖
λn

→ 0 при n→∞
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для кожного [y] ∈ RX
+ .

Нехай U i V — вiдкритi пiдмножини в (RX
+ , d), [x] ∈ U ∩R0 та [y] ∈ V.

Припустимо, що x = (x1, . . . , xm, 0, 0, . . .), xj > 0, j = 1, . . . ,m. Виберемо
цiле число k таке, що:

1. Sk([y]) + [x] ∈ U ;

2. m1

(
Sk([y])

)
< xj, j = 1, . . . ,m.

Нехай
[z] =

Sk([y])

λm
+ [x].

Оскiльки Sk([y]) + [x] ∈ U , то [z] ∈ U також. Обчислимо Tk+m
λ ([z]) :

Tk+m
λ ([z]) = Tk+m

λ

[(
x1, . . . , xm,

m1([y])

λm+k
, . . . ,

m1([y])

λm+k
,

y1

λm+k
,
y2

λm+k
, . . .

)]

= Tkλ

[(
m1([y])

λk
, . . . ,

m1([y])

λk
,
y1

λk
,
y2

λk
, . . .

)]
= [y].

Таким чином, ми знайшли [z] ∈ U таке, що Tk+m
λ ([z]) = [y] ∈ V . Отже,

Tλ є топологiчно транзитивним.

Зауважимо, що доведення теореми 3.5 залишається справедливим,
якщо замiнити топологiю простору (RX

+ , d) на будь-яку метризовну топо-
логiю напiвгрупи, за якої Tλ є неперервним, R0 щiльна в RX

+ , i Sn([y])→ 0

при n→∞.

Наслiдок 3.5. Tλ є топологiчно транзитивним (i, отже, гiперци-
клiчним) на метричному просторi (RX

+ , ρ).

Наступну теорему можна розглядати як аналог критерiю топологiчної
транзитивностi (див. [6, p. 4,5]) для метричних напiвгруп.

Теорема 3.6. Нехай Q — метрична напiвгрупа, а T — вiдображення
з Q в себе. Припустимо, що iснують щiльна пiдмножина Ω ⊂ Q i Ξ ∈ Q,
i для кожного u ∈ Ω iснує число m ∈ N та послiдовнiсть вiдображень
Su,k: Ξ→ Q, k ∈ N такi, що виконуються умови:
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(i) Su,k(v)→ 0 для кожного v ∈ Ξ при k →∞;

(ii) для кожного u ∈ Ω, T k+m[Su,k(v) + u] → v для кожного u ∈ Ω при
k →∞.

Тодi T є топологiчно транзитивним.

Доведення. Нехай U та V — вiдкритi та непорожнi пiдмножини Q. Вибе-
ремо u ∈ U ∩Ω, v ∈ V ∩Ξ. Тодi iснує k′, таке що Su,k(v)+u ∈ U для k > k′.
Згiдно з умовою (ii), iснує k′′, таке що T k+m[Su,k(v)+u] ∈ V для k > k′′. От-
же, для k > max(k′, k′′) маємо, що T k+m вiдображає точку Su,k(v) + u ∈ U
в V . Таким чином, T є топологiчно транзитивним.

Розширимо оператор Tλ наM±
X наступним чином: перш за все, визна-

чимо

M([u]) =

[(0 | maxi(xi))], якщо maxi(xi) ≥ −minj(yj);

[(minj(yj) | 0)], якщо maxi(xi) < −minj(yj),

де (y|x) є нерозкладним представленням [u]. Тодi

Tλ([u]) = λ([u]−M([u])).

Теорема 3.7. Tλ є топологiчно транзитивним у (M±
X , d) та гiпер-

циклiчним у (M±
X , ρ), коли |λ|> 1.

Доведення. Нехай

S[u],k([v]) =

k︷ ︸︸ ︷
M([v]) + · · ·+M([v]) +[v]

λm([u])
,

де m(u) = |supp(x)|+|supp(y)| — це сума кiлькостей координат
supp(x) та supp(y). Також щiльна пiдмножина Ω = Ξ = M±

0 скла-
дається з таких елементiв простору M±

X , незвiднi представники яких
мають лише скiнченну кiлькiсть ненульових координат. Покажемо,
що можемо застосувати теорему 3.6. Дiйсно, оскiльки |λ|> 1, то
‖S[u],k([v])‖≤ k‖v‖

λk
→ 0 при k → 0. Нехай [u] = [(y|x)] i [v] = [(d|b)]
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належать M±
0 i припустимо, що maxi(bi) ≥ −minj(dj). Якщо k є доста-

тньо великим, тоm1(S[u],k([v])) < mini,j{|xi|, |yj|}, i ∈ supp(x), j ∈ supp(y).

Тодi

Tk+m
λ (S[u],k([v]) + [u]) = Tk+m

λ

[(
y • d |x • m1([b])

λm+k , . . . ,
m1([b])
λm+k︸ ︷︷ ︸

k

, b1
λm+k ,

b2
λm+k , . . .

)]

= Tkλ ◦ Tmλ

[(
y • d |x • m1([b])

λm+k , . . . ,
m1([b])
λm+k︸ ︷︷ ︸

k

, b1
λm+k ,

b2
λm+k , . . .

)]

= Tkλ

[(
. . . , d2

λk
, d1
λk
| m1([b])

λk
, . . . , m1([b])

λk︸ ︷︷ ︸
k

, b1
λk
, b2
λk
, . . .

)]
= [v].

де m = m(u). За теоремою 3.6, Tλ є топологiчно транзитивною в (M±
X , d),

i вона є гiперциклiчною в (M±
X , ρ), оскiльки (M±

X , ρ) є сепарабельним про-
стором.
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3.4. Оператор лiвого зсуву у просторi впорядкованих мульти-

множин

Нехай M00 – пiдмножина MX , що складається з елементiв [x] таких,
що supp(x) є скiнченною множиною для кожного x ∈ [x]. Очевидно, що
|supp(x)|= |supp(y)| для кожного y ∈ [x]. Таким чином, якщо x ∈ M00,

то можна записати x̂ = (x1, . . . , xm, 0, . . .) для деякого m < ∞. У цьому
випадку будемо писати x̂ = (x1, . . . , xm), якщо xi 6= 0, i = 1, . . . ,m та
x̂ = 0, якщо xi = 0 для всiх i ∈ N.

Нехай [x], [y] ∈ M00 такi, що x̂ = (x1, . . . , xm) та ŷ = (y1, . . . , yj).

Введемо таку алгебраїчну операцiю на M00

[x]C [y] = [(x1, . . . , xm, y1, . . . , yj)].

Твердження 3.7. Нехай [x] ∈ M00, а [y(n)] – послiдовнiсть у M00,

що збiгається до 0 в (M00, d) при n→∞. Тодi

[x]C [y(n)]→ x при n→∞,

тодi як
[y(n)]C [x] 9 x при n→∞

у загальному випадку.

Доведення. Нехай x̂ = (x1, . . . , xm), а ŷ(n) = (y
(n)
1 , . . . , y

(n)
j(n)). Тодi

‖ ̂xC y(n) − x̂‖ = ‖(x1, . . . , xm, y
(n)
1 , . . . , y

(n)
j(n))− (x1, . . . , xm)‖=

= ‖(y(n)
1 , . . . , y

(n)
j(n))‖→ 0

при n→∞. З iншого боку, неважко знайти [x] та [y(n)] у M00 так, що

‖ ̂y(n) C x− x̂‖= ‖(y(n)
1 , . . . , y

(n)
j(n), x1, . . . , xm)− (x1, . . . , xm)‖9 0

при n→∞.
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Позначимо через Bλ зважений оператор лiвого зсуву на X,

Bλ: (x1, . . . , xn, . . .) 7→ λ(x2, . . . , xn, . . .),

де λ ∈ C. Для заданого λ ∈ C визначимо B̃λ:MX →MX за формулою

B̃λ([x]) = Bλ(x̂).

Зауважимо, що

d(B̃λ([x]), B̃λ([y])) ≤ λd([x], [y]),

i тому B̃λ є неперервним на MX .

Теорема 3.8. Якщо |λ|> 1, то B̃λ є топологiчно транзитивним на
MX .

Доведення. Для заданих вiдкритих пiдмножин U та V в (MXd) виберемо
[x] ∈ U ∩M00 i [y] ∈M00. Це можливо, оскiльки M00 щiльна в MX . Потпу-
стимо, що x̂ = (x1, . . . , xm), тобто |supp(x)|= m. Очевидно, що m = m(x) є
функцiєю вiд x. Для кожного k ∈ N визначимо вiдображення Sλ,m,k:MX →
MX за формулою

Sλ,m,k([y]) =
1

λk+m
[(1, 1 . . . , 1︸ ︷︷ ︸

m

, y1, y2, . . .)].

Зауважимо, що

‖Sλ,m,k([y])‖≤ k‖y‖
|λk+m|

→ 0, при k →∞

для кожного [y] ∈ MX . Нехай k ∈ N таке, що [x] C Sλ,m,k([y]) ∈ U. Таке
число k можна вибрати, оскiльки за твердженням 3.7, маємо

[x]C Sλ,m,k([y])→ [x] при n→∞.

Нехай
[z] = [x]C Sλ,m,k([y]).
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Оскiльки [x]C Sλ,m,k([y]) ∈ U, [z] ∈ U. Обчислимо B̃k+m
λ ([z]):

B̃k+m
λ ([z]) = B̃k+m

λ


x1, . . . , xm,

1

λm+k
, . . . ,

1

λm+k︸ ︷︷ ︸
k

,
y1

λm+k
, . . . ,

ym
λm+k

, 0, . . .


 =

= B̃k
λ


 1

λm+k
, . . . ,

1

λm+k︸ ︷︷ ︸
k

,
y1

λk
, . . . ,

ym
λk
, 0, . . .


 = [y].

Отже, для кожної пари вiдкритих пiдмножин U i V iснує [z] ∈ U та
n = k + m ∈ N такi, що B̃k+m

λ ([z]) = [y] ∈ V. Тому B̃λ є топологiчно
транзитивним.
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3.5. Змiшуванiсть операторiв диференцiювання та лiвих обер-

нених до операторiв Cn

У даному пiдроздiлi розглядається сильнiша, нiж топологiчна транзи-
тивнiсть, динамiчна властивiсть операторiв – змiшуванiсть. Для встанов-
лення цiєї властивостi використовується вiдомий критерiй Кiтаї, який дає
достатнi умови змiшуваностi лiнiйного оператора. Далi цей критерiй засто-
совано до операторiв диференцiювання ∂L( · )(h) та ∂R( · )(h), що дiють у
просторi HbS(`1)

Нагадаймо, що оператор T називається змiшуючим, якщо для кожної
пари U, V непорожнiх вiдкритих пiдмножин X iснує число N таке, що

T n(U)
⋂

V 6= ∅ для всiх n ≥ N.

Очевидно, якщо оператор T є змiшуючим, то вiн є топологiчно транзитив-
ним.

Теорема 3.9. Нехай h ∈ `1 таке, що P1(h) > 1. Тодi оператори

∂L( · )(h): f 7→ ∂Lf(·)(h) and ∂R( · )(h): f 7→ ∂Rf(·)(h)

є змiшуючими на HbS(`1).

Доведення. Розглянемо наступнi вiдображення на стандартних субсиме-
тричних полiномах

SL(Pα1,...,αm) =
1

|P1(h)|
P1,α1,...,αm

та
SR(Pα1,...,αm) =

1

|P1(h)|
Pα1,...,αm,1.

Оскiльки стандартнi полiноми утворюють лiнiйний базис в алгебрi субси-
метричних полiномiв PS(`1), то можна продовжити вiдображення SL та SR
до лiнiйних операторiв на PS(`1) i для цих продовжень використовуватимо
тi самi позначення.
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Алгебра PS(`1) є щiльним пiдпростором в HbS(`1). Очевидно, що

∂nLP (·)(h)→ 0 i ∂nRP (·)(h)→ 0 при n→∞,

та
(∂L( · )(h) ◦ SL)(P ) = P i (∂R( · )(h) ◦ SR)(P ) = P

для кожного P ∈ PS(`1). Крiм того, легко перевiрити, що ‖P1,α1,...,αm‖≤
‖Pα1,...,αm‖ та ‖Pα1,...,αm,1‖≤ ‖Pα1,...,αm‖. Отже, для кожного r > 0,

‖SnL(P )‖r≤
1

|P1(h)|n
‖P‖r та ‖SnR(P )‖r≤

1

|P1(h)|n
‖P‖r,

тобто
SnL(P )→ 0 i SnR(P )→ 0 при n→∞

для кожного P ∈ PS(`1). Отже, оператори ∂L( · )(h) та ∂R( · )(h) задо-
вольняють критерiй Кiтаї (Теорема 1.1). Таким чином, за умови |P1(h)|> 1

оператори ∂L( · )(h) та ∂R( · )(h) є змiшуючими на HbS(`1).

Для випадку h = (1, 0, 0, . . .) ми позначимо ∂L = ∂L( · )(h) та ∂R =

∂R( · )(h).

Теорема 3.10. Оператори ∂L та ∂R є хаотичними в просторi
HbS(`1).

Доведення. З теореми 3.9 випливає, що оператори ∂L та ∂R є топологiчно
транзитивними, тому, достатньо показати, що кожен з цих операторiв має
всюди щiльну пiдмножину перiодичних векторiв у просторi HbS(`1). Для
довiльних натуральних чисел α1, . . . , αn, α1 > 1 i комплексного параметра
λ розглянемо функцiї

Eλα1,...,αn
(x) =

∞∑
k=0

P1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

,α1,...,αn
(λx)

та

Eλ0 (x) =
∞∑
k=0

P1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

(λx).
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Вiдомо [11], що ‖P1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

‖ = 1/k!. Тому,

‖P1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

,α1,...,αn
‖ ≤ ‖P1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

k

‖‖Pα1,...,αn‖ ≤
1

k!
.

Тому, для довiльного значення комплексного параметра λ, радiус рiвномiр-
ної збiжностi функцiї Eλα1,...,αn

в нулi

r0(Eλα1,...,αn
) =

(
lim sup
k→∞

‖P1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

,α1,...,αn
‖1/k+α1+···+αn

)−1

=∞.

Аналогiчно, r0(Eλ0 ) = ∞. Таким чином, функцiї Eλα1,...,αn
та Eλ0 належать

простору HbS(`1). Застосуємо до цих функцiй оператор ∂L. З твердження
2.12, та враховуючи, що P1(h) = P1(1, 0, 0, . . .) = 1 маємо

∂L(Eλα1,...,αn
)(x) = λ

∞∑
k=0

P1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

,α1,...,αn
(λx) = λEλα1,...,αn

(x),

∂L(Eλ0 )(x) = λEλ0 (x).

Отже, функцiї Eλα1,...,αn
та Eλ0 , λ ∈ C є власними векторами оператора ∂L з

власними значеннями λ. Розглянемо випадок, коли λ = e2iθπ для деякого
додатного рацiонального числа θ ∈ (0, 1). Тодi iснує найменше науральне
число N > 1 таке, що (eiθπ)N+1 = eiθπ. Тому, λN = (eiθπ)N = 1. Отже,
в цьому випадку, функцiя Eλα1,...,αn

) буде перiодичним вектором з перiодом
N оператора ∂L. Очевидно, що лiнiйна комбiнацiя перiодичних векторiв є
перiодичним вектором. Покажемо, що лiнiйна оболонка функцiй Eλα1,...,αn

,

λ = e2iθπ, θ ∈ Q буде всюди щiльною пiдмножиною в HbS(`1). Припустимо,
що деякий лiнiйний неперервний функцiонал φ на HbS(`1) дорiвнює нулю
на всiх елементах Eλα1,...,αn

i Eλ0 , λ = e2iθπ, θ ∈ Q. З щiльностi множини
рацiональних чисел в множинi дiйсних чисел та з неперервностi φ випли-
ває, що φ дорiвнює нулю на множинi Eλα1,...,αn

, λ = e2iθπ для всiх θ ∈ [0, 1].

Враховуючи формулу (1.2), отримуємо, що функцiонал φ дорiвнює нулю
на всiх однорiдних компонентах функцiй Eλα1,...,αn

та Eλ0 . Натуральнi числа
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α1, . . . , αn були вибранi довiльним чином так, що α1 > 1. Тому набори чи-
сел (α1, . . . , αn) та (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

k

, α1, . . . , αn), k, n ∈ N пробiгають всi можливi

скiнченнi набори натуральних чисел, крiм наборiв вигляду (1, . . . , 1). Отже,
довiльний стандартний полiном Pγ1,...,γm входить (з точнiстю до мультиплi-
кативної константи) як однорiдна компонента або до деякої функцiї Eλα1,...,αn

або до Eλ0 . Тому φ дорiвнює нулю на всiх стандартних полiномах. Це може
бути лише тодi, коли φ – нульовий функцiонал. Таким чином, не iснує не-
нульового функцiонала, який дорiвнює нулю на всiх перiодичних векторах
оператора ∂L. Тому множина перiодичних векторiв оператора ∂L є всюди
щiльною i, отже, ∂L є хаотичним.

У випадку оператора ∂R доведення буде цiлком аналогiчним, якщо
взяти замiсть функцiї Eλα1,...,αn

функцiю

Fλ
α1,...,αn

(x) =
∞∑
k=0

Pα1,...,αn,1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

(λx).

Добре вiдомо, що зважений лiвий зсув Bω: (x1, x2, . . .) 7→ ω(x2, x3, . . .)

(оператор Ролєвича) є змiшуючим i хаотичним оператором [28, с. 70] на `p
для |ω|> 1. З iншого боку, оператор Bω є лiвим оберненим до оператора

Sω =
1

ω
C1: (x1, x2, . . .) 7→

1

ω
(0, x1, x2, . . .),

тобто, Bω ◦Sω(x) = x, x ∈ `p. Ми розглянемо за яких умов лiвий обернений
оператор до оператора Cn з деякою вагою буде змiшуючим на `p.

Для фiксованої скiнченної або нескiнченної послiдовностi натураль-
них чисел n = n1, n2, . . . , nk, . . . позначимо Bn оператор на `p визначений
формулою

Bn(x) = (x1, . . . , xn1−1, xn1+1, . . . , xn2−1, xn2+1, . . . , xnk−1, xnk+1, . . .).

Iншими словами, оператор Bn дiє на вектор x вилучаючи координати xn1,
xn2 i так далi. Легкобачити, що Bn є лiвим оберненим до оператора Cn.
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Для ω ∈ C ми позначимо Bω,n = ωBn. Очевидно, що оператори Bω,n є
лiнiйними, неперервними i ‖Bω,n‖= |ω|. Крiм того, якщо n = 1, то Bω,n =

Bω.

Теорема 3.11. Оператор Bω,n є змiшуючим на `p тодi i тiльки тодi,
коли |ω|> 1 i пiдпослiдовнiсть n є такою, що n1 = 1.

Доведення. Змiшуючий оператор на `p є гiперциклiчним, тому його норма
повинна бути бiльшою за 1. Отже, умова |ω|> 1 є необхiдною. Будемо
надалi вважати, що ця умова виконується.

Позначимо Sω,n = 1
ωCn. Якщо n1 = 1, то Bm

ω,n(x)→ 0 при m→∞ для
кожного x ∈ c00. Крiм того, оскiльки |ω|> 1,

Smω,n(x)→ 0 при m→∞

для кожного x ∈ c00 i, за побудовою оператора Sω,n,

Bω,n ◦ Sω,n(x) = x, x ∈ `p.

тому ми можемо застосувати Критерiй Кiтаї (Теорема 1.1) i отримати, що
оператор Bω,n є змiшуючим.

Припустимо, що n1 > 1. Якщо оператор Bω,n є змiшуючим, то вiн є
гiперциклiчним (оскiльки `p – сепарабельний) i, отже, iснує гiперциклiчний
вектор z оператора Bω,n, тобто такий вектор, що множина

Orb(z, Bω,n) = {Bm
ω,n(z):m ∈ N ∪ {0}}

є всюди щiльною в `p. Якщо z1 6= 0, то перша координата вектора Bm
ω,n(z)

буде дорiвнювати ωmz1 i норма

‖Bm
ω,n(z)‖≥ |ωmz1|

буде монотонно прямувати до нескiнченностi. Це суперечить гiперциклi-
чностi Bω,n оскiльки Orb(z,Bω,n) не буде щiльною у кулi з центром в нулi
радiуса |z1|. Якщо z1 = 0, то перша координата вектора Bm

ω,n(z) буде дорiв-
нювати нулю для будь-якого m i тому точка x = (1, 0, 0, . . .) не може бути
наближена точками з Orb(z,Bω,n).
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Ми не знаємо чи змiшуючi оператори Bω,n будуть хаотичними, в за-
гальному впадку. Проте, для деяких конкретних випадкiв, можна довести
хаотичнiсть таких операторiв.

Твердження 3.8. Нехай n – скiнченна послiдовнiсть, яка складає-
ться з двох елементiв n1 = 1, n2 = 3. Тодi оператор Bω,n = Bω,(1,3) буде
хаотичним завжди коли |ω|> 1.

Доведення. Враховуючи попередню теорему достатньо показати, що мно-
жина перiодичних точок оператора Bω,(1,3) є всюди щiльною в `p. Зауважи-
мо, що для довiльного λ ∈ C, 0 < |λ|< 1, вектори

uλ = (λ, λ2, λ, λ3, λ2, λ4, λ3, λ5, λ4, λ6, . . . , λn, λn+2, . . .)

та
vλ = (λ, λ2, λ2, λ3, λ3, λ4, λ4, . . . , λn, λn, . . .)

є власними векторами оператора Bω,(1,3) з власними значеннями ωλ. Справ-
дi,

Bω,(1,3)(uλ) = ω(λ2, λ3, λ2, λ4, λ3, λ5, λ4, λ6, . . . , λn, λn+2, . . .)

= ωλ(λ, λ2, λ, λ3, λ2, λ4, λ3, λ5, . . . , λn−1, λn+1, . . .) = ωλuλ

та

Bω,(1,3)(vλ) = ω(λ2, λ3, λ3, λ4, λ4, λ5, λ5, . . . , λn, λn, . . .)

= ωλ(λ, λ2, λ2, λ3, λ3, λ4, λ4, . . . , λn, λn, . . .) = ωλuλ

Отже, якщо λ = e2πiθ/ω, то власнi значення векторiв uλ та vλ будуть до-
рiвнювати e2πiθ. Якщо θ – рацiональне число на вiдрiзку (0, 1), то iснує
мiнiмальне натуральне число N таке, що eN2πiθ = e2πiθ. Тому вектори uλ
та vλ для рацiональних θ будуть перiодичними для Bω,(1,3).

Покажемо, що лiнiйна оболонка побудованих перiодичних векторiв бу-
де всюди щiльною в `p. Нехай φ – деякий лiнiйний неперервний функцiонал
на `p. Тодi iснує елемент y = (y1, y2, . . .) ∈ `q, де 1/p + 1/q = 1 такий, що
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φ(x) =
∑∞

n=1 xnyn. Припустимо, що φ(uλ) = 0 i φ(vλ) = 0 для λ = e2πiθ/ω i
довiльного рацiонального θ на вiдрiзку (0, 1). Тодi з умови φ(uλ) = 0 маємо

(y1 + y3)λ+ (y2 + y5)λ
2 + (y4 + y7)λ

3 + (y6 + y9)λ
4 + . . . = 0 (3.1)

та
y1λ+ (y2 + y3)λ

2 + (y4 + y5)λ
3 + (y5 + y6)λ

4 + . . . = 0 (3.2)

для λ = e2πiθ/ω з рацiональними θ. Враховуючи, що |λ|< 1/ω, функцiї вiд
λ, якi задано формулами (3.1), (3.2) є аналiтичними функцiями в одинично-
му диску, множина нулiв яких має граничну точку в серединi одиничного
диску. З вiдомої теореми про єдинiсть аналiтичної функцiї на множинi яка
має граничну точку випливає, що функцiї (3.1) та (3.2) є тотожнiми нуля-
ми. З (3.1) маємо

y1 + y3 = 0,

y2 + y5 = 0,

y4 + y7 = 0,

· · ·

y2n + y2n+3 = 0, n > 1,

· · ·

З (3.2) маємо
y1 = 0,

y2 + y3 = 0,

y4 + y5 = 0,

· · ·

y2n + y2n+n = 0, n > 1,

· · · .

Порiвнюючи цi двi системи, отримуєм, що yn = 0 для всiх n ∈ N. Таким
чином, не iснує ненульового функцiонала на `p який дорiвнює нулю на
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всiх перiодичних векторах. Отже, множина перiодичних векторiв є всюди
щiльною в `p i тому оператор Bω,(1,3) є хаотичним.
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню субсиметричних полi-
номiв на банахових просторах iз субсиметричним базисом та пов’язаних
з ними аналiтичних функцiй, побудовi метрик на мультимножинах i впо-
рядкованих мультимножинах, а також вивченню топологiчної транзитив-
ностi та хаотичностi операторiв, пов’язаних з цими структурами. У робо-
тi розв’язано актуальну задачу, що полягає у дослiдженнi алгебраїчних,
аналiтичних i динамiчних властивостей операторiв, якi узагальнюють кла-
сичнi оператори зсуву та диференцiювання для субсиметричних функцiй.
Напрям дослiдження вiдповiдає метi роботи, сформульованiй у вступi, i
охоплює як структурнi питання теорiї субсиметричних функцiй, так i їх за-
стосування в теорiї операторiв та топологiчнiй динамiцi. Отриманi резуль-
тати розвивають теорiю субсиметричних полiномiв та аналiтичних функцiй
на банахових просторах, розширюють пiдходи до дослiдження топологiчної
транзитивностi i хаотичностi нелiнiйних операторiв.

У дисертацiйнiй роботi отримано такi основнi науковi результати:
1. Дослiджено алгебру субсиметричних полiномiв PS(`p) та встанов-

лено критерiй еквiвалентностi елементiв простору `p через значення субси-
метричних полiномiв. Побудовано продовження субсиметричних полiномiв
з `p на `p(A) для цiлком впорядкованої множини A, доведено коректнiсть,
лiнiйнiсть та iзометричнiсть такого продовження. Наведено приклади суб-
симетричних полiномiв у функцiйних гiльбертових просторах та дослiдже-
но їхнi властивостi. Отримано застосування цих результатiв у теорiї опе-
раторiв: встановлено критерiй рiвностi p-ядерних операторiв за значення-
ми спектральних iнварiантiв, що задаються субсиметричними полiномами.
Отриманий результат демонструє, що субсиметричнi полiноми можна за-
стосовувати не лише для опису функцiй на банахових просторах, а й для
дослiдження спектральних властивостей операторiв.

2. Дослiджено множини нулiв субсиметричних полiномiв у нескiнчен-
новимiрному випадку та описано їхнi структурнi властивостi. Введе новий
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клас прото-субсиметричних функцiй, який розширює клас субсиметричних
аналiтичних функцiй на банахових просторах iз субсиметричним базисом, i
доведено факторiальнiсть вiдповiдних алгебр. Також отримано результати
з апроксимацiї субсиметричних функцiй та встановлено умови їх наближе-
ння вiдповiдними полiномами. Отриманi результати мають важливе зна-
чення для побудови аналiтичної теорiї субсиметричних функцiй, оскiльки
дозволяє переходити вiд загальних класiв функцiй до полiномiальних.

3. Дослiджено похiднi, пов’язанi iз субсиметричними функцiями. Вве-
дено новi похiднi ∂L, ∂R та ∂M , узгодженi з операцiєю субсиметричного
зсуву, та встановлено їхнiй зв’язок iз похiдною Гато. Отриманi результа-
ти дозволяють застосовувати стандартнi методи диференцiального аналiзу
до субсиметричних функцiй та одержувати явнi формули для вiдповiдних
похiдних.

4. Побудовано метрику на множинi мультимножинMX та дослiджено
її основнi властивостi. Одержано загальний результат про побудову псев-
дометрики на фактор-просторах метричних просторiв, який використано
для побудови метричної структури на множинi мультимножин. Встановле-
но узгодженiсть побудованої метрики з алгебраїчними операцiями, а також
можливiсть її застосування для дослiдження неперервностi та динамiчних
властивостей нелiнiйних операторiв. Побудовано також метрику на мно-
жинi впорядкованих мультимножин MX та встановлено її зв’язок з алге-
браїчною i топологiчною структурою простору. Показано, що у нескiнчен-
новимiрному випадку простiр впорядкованих мультимножин не є повним,
а його поповнення iзометричне вiдповiдному банаховому простору.

5. Дослiджено динамiчнi властивостi операторiв лiвого зсуву
Tλ : RX

+ → RX
+ та B̃λ:MX → MX на просторах мультимножин i

впорядкованих мультимножин вiдповiдно. Встановлено умови топологi-
чної транзитивностi цих операторiв, а також дослiджено їхнi динамiчнi
властивостi у вiдповiдних метричних просторах. Крiм того, до операторiв
диференцiювання, пов’язаних iз алгебрами субсиметричних функцiй,
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застосовано критерiй Кiтаї та одержано умови змiшуваностi й хаотичностi
вiдповiдних операторiв. Отриманi результати демонструють можливiсть
поширення методiв теорiї лiнiйної динамiки на оператори, побудованi за
допомогою субсиметричних структур.

Отже, сукупнiсть всiх отриманих результатiв формує цiлiсну схему
дослiдження, у якiй поєднано теорiю субсиметричних полiномiв i аналi-
тичних функцiй, метричну теорiю мультимножин та динамiку операторiв
на вiдповiдних просторах. Практична цiннiсть роботи полягає насамперед
у розробцi нового теоретичного методу, який можна використовувати у
подальших дослiдженнях iнварiантних функцiй, операторних алгебр i то-
пологiчної динамiки на нескiнченновимiрних просторах.

Результати дисертацiйної роботи утворюють систему тверджень, у
якiй алгебраїчнi, аналiтичнi, метричнi та динамiчнi аспекти розглянуто як
взаємопов’язанi складовi єдиного пiдходу. Запропонованi методи можуть
надалi використовуватися як основа для нових результатiв у теорiї iнварi-
антних полiномiв, аналiзi на банахових просторах i дослiдженнi динамiки
операторiв.

Дисертацiйне дослiдження може бути корисним для науковцiв, аспi-
рантiв i дослiдницьких колективiв закладiв вищої освiти та наукових уста-
нов, зокрема Карпатського нацiонального унiверситету iменi Василя Сте-
фаника, Чернiвецького нацiонального унiверситету iменi Юрiя Федькови-
ча, Волинського нацiонального унiверситету iменi Лесi Українки, Львiв-
ського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка, Iнституту матема-
тики НАН України, Iнституту прикладних проблем механiки i математики
iм. Я. С. Пiдстригача НАН України, а також iнших науково-освiтнiх цен-
трiв України та свiту.



132

СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ

1. Alencar R., Aron R., Galindo P., Zagorodnyuk A. Algebra of symmetric
holomorphic functions on `p // Bull. Lond. Math. Soc. — 2003. — Vol. 35.
— P. 55–64. https://doi.org/10.1112/S0024609302001431

2. Aron R.M.; Cole B.J.; Gamelin T.W. Spectra of algebras of analytic
functions on a Banach space // Reine Angew. Math. — 1991 — Vol. 415
— P. 51–93.
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25. Falcó J., Garćia D., Jung M., Maestre M.: Group-invariant separating
polynomials on a Banach space // Publicaciones Matemáticas — 2022.
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