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АНОТАЦIЯ

Пономарьов Р.В. Алгебри симетричних аналiтичних функцiй на де-

картових добутках банахових просторiв. — Квалiфiкацiйна наукова праця

на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття ступеня доктора фiлософiї за спецiальнiстю

111 — Математика (з галузi знань 11 — Математика та статистика). — Кар-

патський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника, Мiнiстерство

освiти i науки України, Iвано-Франкiвськ, 2026.

Метою дослiдження є вивчення алгебр неперервних симетричних по-

лiномiв та цiлих симетричних функцiй обмеженого типу на декартових до-

бутках банахових просторiв.

Дисертацiя складається зi вступу, чотирьох роздiлiв, загальних ви-

сновкiв, списку використаних джерел та додатку, який мiстить список пу-

блiкацiй автора та вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, вказано на

зв’язок роботи з науковими програмами, планами i темами, сформульо-

вано мету, об’єкт, предмет, завдання та методи дослiдження, зосереджено

увагу на науковiй новизнi одержаних результатiв, вiдзначено теоретичне

значення отриманих результатiв та особистий внесок здобувача, наведено

данi щодо апробацiї та публiкацiй результатiв роботи.

В першому роздiлi розглянуто лiтературу, проведено її iсторичний

аналiз, виписано вже вiдомi результати. Перший пiдроздiл першого роз-

дiлу присвячений iсторичному розвитку дослiджень алгебр симетричних

аналiтичних функцiй на банахових просторах починаючи вiд класичних

дослiджень, якi є початком функцiонального аналiзу i закiнчуючи суча-

сними пiдходами. Другий пiдроздiл першого роздiлу мiстить формалiзацiю

основних понять, тут викладено ключовi означення, теореми й пiдходи, якi

формують структуру подальших дослiдницьких крокiв.
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Другий роздiл присвячено дослiдженню алгебри комплекснозначних

неперервних симетричних полiномiв на декартовому добутку Lp1 × . . . ×

Lpn комплексних банахових просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у

вiдповiдних степенях за Лебегом.

В пiдроздiлi 2.1 побудовано множини елементарних симетричних по-

лiномiв
{
R

(Lp1
×...×Lpn)

α : α ∈ ℵp1;...;pn
}

та
{
R

(
L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn

)
α : α ∈ ℵp1;...;pn

}
на просторах Lp1 × Lp2 × . . . × Lpn — декартовому добутку комплексних

банахових просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у вiдповiдних сте-

пенях за Лебегом, та L
(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn —декартовому добутку просто-

рiв дiйсних банахових просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у вiд-

повiдних степенях за Лебегом, де ℵp1;...;pn це множина всiх мультиiндексiв

(k1, . . . , kn) ∈ Zn+ \ {(0; . . . ; 0)}, для яких виконується умова
∑n

j=1
kj
pj

≤ 1,

а полiноми R

(
L
(K)
p1 ×...×L(K)

pn

)
α : L

(K)
p1 × . . . × L

(K)
pn → K визначенi за допомо-

гою рiвностi R
(
L
(K)
p1 ×...×L(K)

pn

)
α ((x1; . . . ;xn)) =

∫ 1

0 (x1(t))
k1 · . . . · (xn(t))kn dt,

для K ∈ {R,C}, де L(C)
pi це простiр Lpi. Дослiджено властивостi множи-

ни
{
R

(Lp1
×...×Lpn)

α : α ∈ ℵp1;...;pn
}
.

В пiдроздiлi 2.2 доведено, що алгебраїчним базисом алгебри ком-

плекснозначних неперервних симетричних полiномiв на декартовому до-

бутку Lp1 × Lp2 × . . . × Lpn комплексних банахових просторiв функцiй,

абсолютно iнтегровних у вiдповiдних степенях за Лебегом, у випадку

p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn ≥ 1 є множина елементарних симетричних полiно-

мiв
{
R

(Lp1
×...×Lpn)

α : α ∈ ℵp1;...;pn
}
.

Нарештi, в пiдроздiлi 2.3 вставлено iзоморфiзм мiж алгебрами ком-

плекснозначних неперервних симетричних полiномiв на декартовому до-

бутку Lp1 × Lp2 × . . . × Lpn для p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn ≥ 1 та алгеброю

комплекснозначних неперервних симетричних полiномiв на декартовому

добутку Lp′1 × Lp′2 × . . . × Lp′n для довiльних p′1, p
′
2, . . . , p

′
n ≥ 1. Скори-

ставшися iзоморфнiстю алгебр доведено, що алгебраїчний базис алгебри
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комплекснозначних неперервних симетричних полiномiв на декартовому

добутку Lp1 × Lp2 × . . . × Lpn комплексних банахових просторiв функцiй,

абсолютно iнтегровних у вiдповiдних степенях за Лебегом, для довiль-

них p1, p2, . . . , pn ≥ 1 це множина елементарних симетричних полiномiв{
R

(Lp1
×...×Lpn)

α : α ∈ ℵp1;...;pn
}
.

Третiй роздiл присвячено дослiдженню зв’язкiв мiж алгебрами дiй-

снозначних неперервних полiномiв на дiйсних банахових просторах та ал-

гебрами комплекснозначних неперервних полiномiв на комплексифiкацiях

цих просторiв, що мiстять комплекснi продовження елементiв цих алгебр.

Також отриманi результати використано для дослiдження алгебри симе-

тричних неперервних полiномiв на просторi L(R)
p1 × . . .×L(R)

pn —декартовому

добутку просторiв дiйсних банахових просторiв функцiй, абсолютно iнте-

гровних у вiдповiдних степенях за Лебегом.

В пiдроздiлi 3.1 побудовано алгебраїчний базис пiдалгебри алгебри

дiйснозначних неперервних полiномiв на дiйсному банаховому просторi E,

для якої iснує деяка пiдалгебра алгебри комплекснозначних неперервних

полiномiв на просторi Ẽ — комплексифiкацiї простору E, яка має деякий

алгебраїчний базис та мiстить комплекснi продовження всiх елементiв по-

чаткової пiдалгебри.

Результати пiдроздiлу 3.1 використано в пiдроздiлi 3.2, де у ролi

простору E використано декартiв добуток L
(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn дiйсних ба-

нахових просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у вiдповiдних степе-

нях за Лебегом, а в ролi пiдалгебри — алгебру симетричних неперерв-

них полiномiв на просторi L(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn . Встановлено, що алгебраї-

чний базис алгебри неперервних симетричних полiномiв на декартовому

добутку L(R)
p1 × . . .×L(R)

pn це множина елементарних симетричних полiномiв{
R

(
L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn

)
α : α ∈ ℵp1;...;pn

}
.

Четвертий роздiл присвячено, по-перше, дослiдженню алгебри цiлих

симетричних неперервних комплекснозначних функцiй обмеженого типу
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на декартовому добутку Lp1 × . . . × Lpn комплексних банахових просто-

рiв функцiй, вiдповiднi степенi яких абсолютно iнтегровнi за Лебегом. По-

друге, побудовi на довiльному дiйсному банаховому просторi деякого дiй-

сного аналога алгебри цiлих функцiй обмеженого типу на комплексифiкацiї

цього простору, та дослiдженню його властвивостей. По-третє, побудовi дiй-

сного аналога алгебри цiлих симетричних неперервних комплекснозначних

функцiй обмеженого типу на декартовому добутку Lp1 × . . .×Lpn компле-

ксних банахових просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у вiдповiдних

степенях за Лебегом.

В пiдроздiлi 4.1 дослiджено алгебру цiлих симетричних неперерв-

них комплекснозначних функцiй обмеженого типу на декартовому добутку

Lp1 × . . . × Lpn комплексних банахових просторiв функцiй, вiдповiднi сте-

пенi яких абсолютно iнтегровнi за Лебегом, знайдено її спектр та доведено

iзоморфнiсть мiж цiєю алгеброю та алгеброю цiлих функцiй на деякому

декартовому степеню простору C.

В пiдроздiлi 4.2 на довiльному дiйсному банаховому просторi X по-

будовано деякий дiйсний аналог A(X) алгебри цiлих функцiй обмеженого

типу на комплексифiкацiї просторуX, породженої деякою скiнченною мно-

жиною алгебраїчно незалежних однорiдних полiномiв. Дослiджено стру-

ктуру елементiв алгебри A(X).

В пiдроздiлi 4.3 застосовано конструкцiю з пiдроздiлу 4.2 для побу-

дови алгебри A
(
L
(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn

)
— дiйсного аналога алгебри цiлих симе-

тричних функцiй обмеженого типу на декартовому добутку Lp1 × . . .×Lpn

комплексних банахових просторiв функцiй, вiдповiднi степенi яких абсо-

лютно iнтегровнi за Лебегом побудованого на просторi L(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn

— декартовому добутку дiйсних банахових просторiв функцiй, абсолютно

iнтегровних у вiдповiдних степенях за Лебегом та було описано спектр ал-

гебри A
(
L
(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn

)
.

Нарештi, в пiдроздiлi 4.4 встановлено iзоморфiзм мiж алгеброю
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A
(
L
(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn

)
на просторi L(R)

p1 × . . . × L
(R)
pn —декартовому добутку

дiйсних банахових просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у вiдповiдних

степенях за Лебегом з попереднього пiдроздiлу та алгеброю A
(
R|ℵp1;...;pn

|
)

—

дiйсному аналогу алгебри цiлих функцiй на деякому декартовому степеню

простору C побудованому на просторi R|ℵp1;...;pn
|, що є деяким декартовим

степенем простору R.

Ключовi слова: полiном, цiла функцiя, аналiтична/голоморфна фун-

кцiя, аналiтична/голоморфна функцiя декiлькох комплексних змiнних, си-

метричнi полiноми, симетричнi функцiї, алгебраїчний базис алгебри полi-

номiв, функцiйний простiр, банахiв простiр, банахiв простiр iнтегровних за

Лебегом функцiй, алгебра Фреше, спектр алгебри.

ANNOTATION

Algebras of symmetric analytical functions on the Cartesian products of Banach

spaces — Qualifying scientific work on rights of manuscript.

A Thesis for a Philosophy Doctor Degree in Mathematics, speciality 111 —

Mathematics (field of knowledge 11 — Mathematics and statistics). — Vasyl

Stefanyk Carpathian National University of the Ministry of Education and Sci-

ence of Ukraine, Ivano-Frankivsk, 2026.

The dissertation consists of an abstract, introduction, four sections and

general conclusions, bibliography, and an appendix that contains the list of

the author’s publications and information on the approval of the dissertation’s

results.

The introduction justifies the relevance of the research topic, highlights

the connection of the work with scientific programs, plans, and topics, and

formulates the aim, object, subject, tasks, and research methods. It emphasises

the scientific novelty of the obtained results, notes the theoretical significance of

the results, and outlines the author’s contribution. Additionally, the introducti-

on provides information on the approval and publication of the results.
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In the first chapter the literature is reviewed, a historical analysis is carri-

ed out, and already known results are stated. The first subsection of the fi-

rst chapter is devoted to the historical development of research on algebras

of symmetric analytic functions on Banach spaces, beginning with the classi-

cal studies that mark the origins of functional analysis and concluding with

contemporary approaches. The second subsection of the first chapter contains

the formalization of the basic notions; here the key definitions, theorems, and

methods that shape the structure of subsequent research steps are presented.

The second chapter is devoted to the study of the algebra of complex-

valued continuous symmetric polynomials on the Cartesian product Lp1 × . . .×

Lpn of complex Banach spaces of functions whose corresponding powers are

absolutely Lebesgue integrable.

In Subsection 2.1 the sets of elementary symmetric polynomials{
R

(Lp1
×...×Lpn)

α : α ∈ ℵp1;...;pn
}

and
{
R

(
L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn

)
α : α ∈ ℵp1;...;pn

}
are

constructed on the spaces Lp1 × Lp2 × . . . × Lpn — the Cartesian product

of complex Banach spaces of functions whose corresponding powers are

absolutely Lebesgue integrable — and L
(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn — the Cartesian

product of real Banach spaces of functions whose corresponding powers are

absolutely Lebesgue integrable, where ℵp1;...;pn is the set of all multi-indices

(k1, . . . , kn) ∈ Zn+ \ {(0; . . . ; 0)}, for which the condition
∑n

j=1
kj
pj

≤ 1 holds,

and polynomials R

(
L
(K)
p1 ×...×L(K)

pn

)
α : L

(K)
p1 × . . . × L

(K)
pn → K are defined by

R

(
L
(K)
p1 ×...×L(K)

pn

)
α ((x1; . . . ;xn)) =

∫ 1

0 (x1(t))
k1 · . . . · (xn(t))kn dt, for K ∈ {R,C},

where L(C)
pi is the space Lpi. The properties of the set

{
R

(Lp1
×...×Lpn)

α : α ∈

ℵp1;...;pn
}

are investigated.

In Subsection 2.2 it is proved that, in the case p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn ≥ 1

the set of elementary symmetric polynomials
{
R

(Lp1
×...×Lpn)

α : α ∈ ℵp1;...;pn
}

is an algebraic basis of the algebra of complex-valued continuous symmetric

polynomials on the Cartesian product Lp1 × Lp2 × . . . × Lpn of complex
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Banach spaces of functions whose corresponding powers are absolutely Lebesgue

integrable.

Finally, in Subsection 2.3 an isomorphism is established between the

algebras of complex-valued continuous symmetric polynomials on the Cartesian

product Lp1 × Lp2 × . . . × Lpn for p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn ≥ 1 and the algebra

of complex-valued continuous symmetric polynomials on the Cartesian product

Lp′1 × Lp′2 × . . . × Lp′n for arbitraty p′1, p′2, . . . , p′n ≥ 1. Using the isomorphism

of these algebras, it is shown that for arbitrary p1, p2, . . . , pn ≥ 1 the algebraic

basis of the algebra of complex-valued continuous symmetric polynomials on

the Cartesian product Lp1×Lp2× . . .×Lpn of complex Banach spaces of functi-

ons whose corresponding powers are absolutely Lebesgue integrable is the set

of elementary symmetric polynomials
{
R

(Lp1
×...×Lpn)

α : α ∈ ℵp1;...;pn
}
.

The third chapter is devoted to the study of relations between the

algebras of real-valued continuous polynomials on real Banach spaces and the

algebras of complex-valued continuous polynomials on the complexifications of

those spaces, which contain the complex extensions of the elements of the real

algebras. The obtained results are also used to study the algebra of symmetric

continuous polynomials on the space L(R)
p1 × . . .×L

(R)
pn — the Cartesian product

of real Banach spaces of functions whose corresponding powers are absolutely

Lebesgue integrable.

In Subsection 3.1 an algebraic basis of a subalgebra of the algebra of

real-valued continuous polynomials on a real Banach space E is constructed,

under the assumption that there exists a certain subalgebra of the algebra of

complex-valued continuous polynomials on the space Ẽ — the complexification

of E — which possesses an algebraic basis and contains the complex extensions

of all elements of the original subalgebra.

The results of Subsection 3.1 are applied in Subsection 3.2, where the

space E is taken to be the Cartesian product L
(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn of real

Banach spaces of functions whose corresponding powers are absolutely Lebesgue
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integrable, and the subalgebra is the algebra of symmetric continuous polynomi-

als on L(R)
p1 ×. . .×L(R)

pn . It is established that the algebraic basis of the algebra of

continuous symmetric polynomials on the Cartesian product L(R)
p1 × . . .×L(R)

pn is

the set of elementary symmetric polynomials
{
R

(
L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn

)
α : α ∈ ℵp1;...;pn

}
.

The fourth chapter is devoted, firstly, to the study of the algebra of enti-

re symmetric continuous complex-valued functions of bounded type on the

Cartesian product Lp1 × . . . × Lpn of complex Banach spaces of functions

whose corresponding powers are absolutely Lebesgue integrable. Secondly, to

the construction on an arbitrary real Banach space of a certain real analogue

of the algebra of entire functions of bounded type on the complexification of

that space and the investigation of its properties. Thirdly, to the construction

of a real analogue of the algebra of entire symmetric continuous complex-valued

functions of bounded type on the Cartesian product Lp1 × . . .×Lpn of complex

Banach spaces of functions whose corresponding powers are absolutely Lebesgue

integrable.

In Subsection 4.1 the algebra of entire symmetric continuous complex-

valued functions of bounded type on the Cartesian product Lp1 × . . .× Lpn of

complex Banach spaces of functions whose corresponding powers are absolutely

Lebesgue is investigated, its spectrum is determined and an isomorphism

between this algebra and the algebra of entire functions on a certain Cartesian

power of the space C is proved.

In Subsection 4.2, on an arbitrary real Banach space X a real analogue

A(X) of the algebra of entire functions of bounded type on the complexification

ofX that is s generated by a finite set of algebraically independent homogeneous

polynomials is constructed. The structure of the elements of the algebra A(X)

is investigated.

In Subsection 4.3 the construction from Subsection 4.2 is applied to

construct the algebra A
(
L
(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn

)
— a real analogue of the algebra

of entire symmetric functions of bounded type on the Cartesian product Lp1 ×
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. . . × Lpn of complex Banach spaces of functions whose corresponding powers

are absolutely Lebesgue integrable, constructed on the space L(R)
p1 × . . .×L(R)

pn —

the Cartesian product of real Banach spaces of functions whose corresponding

powers are absolutely Lebesgue integrable —- and the spectrum of the algebra

A
(
L
(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn

)
is described.

Finally, in Subsection 4.4 an isomorphism is established between the

algebra A
(
L
(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn

)
on the space L(R)

p1 × . . . × L
(R)
pn —the Cartesi-

an product of real Banach spaces of functions whose corresponding powers are

absolutely Lebesgue integrable studied in the previous subsection — and the

algebra A
(
R|ℵp1;...;pn

|
)

— a real analogue of the algebra of entire functions on

a certain Cartesian power C constructed on the space R|ℵp1;...;pn
|, which is a

Cartesian power of R.

Keywords: polynomial; entire function; analytic/holomorphic functi-

on; analytic/holomorphic functions of several complex variables; symmetric

polynomials; symmetric functions; algebraic basis of an algebra of polynomials;

function space; Banach space; Banach space of Lebesgue integrable functions;

Fréchet algebra; spectrum of algebra.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

Z множина цiлих чисел.

Z+ множина невiд’ємних цiлих чисел.

C множина комплексних чисел.

La(mX;Y ) лiнiйний простiр всiх m-лiнiйних вiдображеннь A : Xm →

Y , де простори X та Y — банаховi, а m ∈ N.

L(mX;Y ) пiдпростiр всiх неперервних елементiв простору La(mX;Y ).

Lsa(mX;Y ) пiдпростiр всiх симетричних елементiв простору

La(mX;Y ) де m ∈ N, тобто таких A ∈ La(mX;Y ),

для яких виконується рiвнiсть

A(xσ(1), . . . , xσ(m)) = A(x1, . . . , xm)

для кожної бiєкцiї σ : {1; . . . ;m} → {1; . . . ;m} та кожного

набору x1, . . . , xm ∈ X.

Ẽ комплексифiкацiя дiйсного банахового простору E.

P̂ комплексне продовження дiйснозначного полiнома P .

L
(K)
p для p ∈ [1; +∞), це банахiв простiр вимiрних функцiй

x : [0; 1] → K, де K ∈ {R,C}, для яких p-й степiнь

їхнього модуля iнтегрований за Лебегом, тобто iнтеграл∫ 1

0 |x(t)|p dt скiнченний, з нормою

∥x∥
L
(K)
p

=
(∫ 1

0

|x(t)|p dt
) 1

p

.

1X : Y → {0; 1} iндикатор множини X у просторi Y , тобто функцiя яка

дiє з Y в множину {0; 1}, обертається на 1 в елементах
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множини X i на 0 у всiх елементах простору Y якi не є

елементами множини X.

Hb(X) алгебра Фреше всiх цiлих функцiй f : X → C, де X ком-

плексний банахiв простiр, якi обмеженi на обмежених мно-

жинах, надiлена топологiєю рiвномiрної збiжностi на обме-

жених множинах.

Hb,S(X) пiдалгебра всiх S-симетричних елементiв алгебри Hb(X),

де S це деяка напiвгрупа вiдображеннь з X в X.

PS(X) пiдалгебра алгебри Hb,S(X), яка складається з усiх S-

симетричних неперервних полiномiв на просторi X.

M (A) спектр топологiчної алгебри A, тобто множина всiх непе-

рервних мультиплiкативних лiнiйних нетривiальних фун-

кцiоналiв алгебри A.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми.

Задача опису спектра топологiчної алгебри є однiєю з найважливiших

задач при роботi з цiєю алгеброю, оскiльки, за допомогою перетворення

Гельфанда, алгебра може бути подана як алгебра неперервних функцiй на

спектрi, надiленому вiдповiдною топологiєю. Дослiдження спектра алгебри

Фреше Hb(X) цiлих функцiй обмеженого типу на комплексному банахово-

му просторiX було розпочате в роботi Арона Р., Коула Б. та Гамелiна Т. [9].

Подальшi дослiдження проводилися багатьма авторами, зокрема Ароном

Р., Галiндо Л., Гарсiєю Д., Маестре М., Карандо Д. та Дiмантом В. [10–12].

Однак, повний явний опис спектра алгебри в загальному випадку поки що

не був отриманий. З iншого боку, якщо пiдалгебра алгебри Hb(X) мiстить

як щiльну пiдмножину деяку алгебру неперервних полiномiв, надiлену ал-

гебраїчним базисом, тодi елементи спектра цiєї пiдалгебри однозначно ви-

значаються за допомогою їх значень на елементах алгебраїчного базису i,

вiдповiдно, задача опису спектра зводиться до задачi опису множини цих

значень. Типовими прикладами такої пiдалгебри є алгебри Фреше цiлих

симетричних функцiй обмеженого типу на банахових просторах послiдов-

ностей з симетричним базисом Шаудера та переставно-iнварiантних бана-

хових просторах вимiрних за Лебегом функцiй.

Як продемонстровано в роботi [38] (див. також роботи [20, 57, 66]),

вiдповiднi алгебри симетричних неперервних полiномiв мають злiченнi ал-

гебраїчнi базиси у випадках X = ℓp, та скiнченнi алгебраїчнi базиси у

випадках X = Lp, де p ∈ [1,+∞). Вiдзначимо, що у випадку алгебри си-

метричних функцiй задача опису спектра далека вiд тривiальної. Повний

опис спектра алгебри цiлих симетричних функцiй обмеженого типу на про-

сторi ℓ1 був поставлений як питання у 2003 роцi (див. роботу [2]), i пiсля
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серiї результатiв (роботи [7,8,37] рiк) остаточно зроблений у 2024 роцi (див.

роботу [13]).

Подiбно до алгебр неперервних симетричних полiномiв на вказаних

вище просторах, алгебри неперервних симетричних полiномiв на декарто-

вих добутках цих просторiв мають не бiльш, нiж злiченнi алгебраїчнi бази-

си (див. роботи [4,23,25] для просторiв послiдовностей та роботи [46–48,54]

для просторiв функцiй).

Найбiльш загальний пiдхiд до визначення симетричних функцiй на

банахових просторах розроблено в роботi Арона Р, Галiндо П., Пiнаско Д,

Залдуендо, I. [3]. (див. також роботи [27–29])

Алгебри симетричних полiномiв та цiлих функцiй обмеженого типу

на банахових просторах мають численнi застосування як у теоретичних,

так i у практичних дослiдженнях, особливо, у криптографiї [16] (робота

Чоп’юка Ю., Василишина Т., Загороднюка А.), машинному навчаннi [67]

(робота Загороднюка А., Базiв Н., Чоп’юка Ю., Василишина Т., Буртняка

В., Кравцiв В.) та статистичнiй квантовiй фiзицi [15, 64] (роботи Чернеги

I., Марцiнкiв М., Василишина Т., Загороднюка А. та Гринiва Р., Кравцiв

В., Василишина Т., Загороднюка А. вiдповiдно). Бiльш загальнi алгебри

блочно-симетричних [24, 49, 66] (роботи Кравцiв В., Василишина Т., Заго-

роднюка А., Гандери-Калиновської О.), слабко-симетричних [5,60] (роботи

Буртняка В., Чоп’юка Ю., Василишин С., Василишина Т., Загороднюка

А.) та суперсиметричних [65] (робота Чернеги I., Дмитришина Р., Кравцiв

В., Василишина Т., Загороднюка А.) полiномiв теж вiдiграють важливу

роль у застосуваннях.

Крiм того методи розробленi для алгебр симетричних функцiй мо-

жуть бути поширенi на бiльший клас алгебр функцiй.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Робота виконувалася в рамках науково-дослiдної роботи кафедри матема-
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тичного i функцiонального аналiзу Карпатського нацiонального унiверси-

тету iменi Василя Стефаника, зокрема в рамках проєктiв «Алгебри симе-

тричних i слабко симетричних функцiй на банахових просторах» (реєстра-

цiйний номер 0125U000403, 2025 — 2027, керiвник НДР Василишин Т.В.) та

«Аналiз на спектрах злiченно породжених алгебр симетричних полiномiв

i можливi застосування у квантовiй механiцi та iнформатицi» (реєстрацiй-

ний номер проєкту 2023.03/0198, 2024 — 2026, керiвник НДР Загороднюк

А. В.).

Мета й завдання дослiдження. Метою дослiдження є вивчення

алгебр неперервних симетричних полiномiв та цiлих симетричних функцiй

обмеженого типу на декартових добутках банахових просторiв.

Об’єктом дослiдження є алгебри неперервних симетричних полiно-

мiв та цiлих симетричних функцiй обмеженого типу на декартових добу-

тках банахових просторiв.

Предметом дослiдження є властивостi алгебр неперервних симетри-

чних полiномiв та цiлих симетричних функцiй обмеженого типу на декар-

тових добутках банахових просторiв та їх спектри.

Завдання дослiдження для досягнення посталеної мети було вирiше-

но такi ключовi завдання:

1. Побудувати алгебраїчний базис алгебри комплекснозначних непе-

рервних симетричних полiномiв на декартовому добутку Lp1 × Lp2 ×

. . .×Lpn комплексних банахових просторiв функцiй, абсолютно iнте-

гровних у вiдповiдних степенях за Лебегом, для p1, p2, . . . , pn ≥ 1;

2. Розробити метод побудови алгебраїчного базису пiдалгебри алгебри

дiйснозначних неперервних полiномiв на довiльному дiйсному банахо-

вому просторi за допомогою алгебраїчного базису деякої пiдалгебри

алгебри неперервних комплекснозначних полiномiв на комплексифi-

кацiї цього простору;
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3. Побудувати алгебраїчний базис алгебри неперервних симетричних

дiйснозначних полiномiв на декартовому добутку L
(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn

дiйсних банахових просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у вiд-

повiдних степенях за Лебегом, для p1, p2, . . . , pn ≥ 1;

4. Описати спектр алгебри Фреше цiлих симетричних комплекснозна-

чних функцiй обмеженого типу на декартовому добутку Lp1×. . .×Lpn
комплексних банахових просторiв функцiй, вiдповiднi степенi яких

абсолютно iнтегровнi за Лебегом, та побудувати iзоморфiзм мiж цi-

єю алгеброю Фреше та алгеброю цiлих функцiй на деякому степеню

простору C;

5. Побудувати алгебру A(X) для дiйсного банахового простору X, яка

є аналогом алгебри цiлих функцiй обмеженого типу на комплекси-

фiкацiї простору X, породженої деякою скiнченною множиною ал-

гебраїчно незалежних однорiдних полiномiв та дослiдити структуру

елементiв алгебри A(X);

6. Описати спектр алгебри Фреше A
(
L
(R)
p1 ×. . .×L(R)

pn

)
, породженої симе-

тричними полiномами, та побудувати iзоморфiзм мiж цiєю алгеброю

Фреше та алгеброю Фреше A(X), де X це деякий декартiв степiнь

простору R.

Методи дослiдження. Для розв’язання поставлених завдань використову-

ються сучаснi методи функцiонального аналiзу, а також окремi iдеї, при-

йоми i пiдходи з робiт Немировського А., Семьонова С., Гонсалеса М., Гон-

сало Р. Харамiло А., Аленкара Р., Арона Р., Кравцiв В, Загороднюка А. та

Василишина Т.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi основнi науковi

результати, отриманi в дисертацiї, є новими. У дисертацiйнiй роботi впер-

ше:
1. Побудовано множини елементарних симетричних полiномiв на декар-

тових добутках Lp1 × . . .×Lpn та L(R)
p1 × . . .×L(R)

pn комплексних та дiй-
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сних, вiдповiдно, банахових просторiв функцiй, абсолютно iнтегров-

них у вiдповiдних степенях за Лебегом, i дослiджено їхнi властивостi;

2. Показано, що множина елементарних симетричних полiномiв є алге-

браїчним базисом алгебри комплекснозначних неперервних симетри-

чних полiномiв на декартовому добутку Lp1 ×Lp2 × . . .×Lpn компле-

ксних банахових просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у вiдпо-

вiдних степенях за Лебегом, у випадку p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn ≥ 1;

3. Показано, що множина елементарних симетричних полiномiв є алге-

браїчним базисом алгебри комплекснозначних неперервних симетри-

чних полiномiв на декартовому добутку Lp1 ×Lp2 × . . .×Lpn компле-

ксних банахових просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у вiдпо-

вiдних степенях за Лебегом, для p1, p2, . . . , pn ≥ 1;

4. Побудовано алгебраїчний базис пiдалгебри алгебри дiйснозначних не-

перервних полiномiв на дiйсному банаховому просторi E, для якої

iснує деяка пiдалгебра алгебри комплекснозначних неперервних по-

лiномiв на просторi Ẽ — комплексифiкацiї простору E, яка має ал-

гебраїчний базис та мiстить комплекснi продовження всiх елементiв

початкової пiдалгебри;

5. Показано, що множина елементарних симетричних полiномiв є алге-

браїчним базисом алгебри неперервних симетричних дiйснозначних

полiномiв на декартовому добутку L(R)
p1 × . . .×L(R)

pn дiйсних банахових

просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у вiдповiдних степенях за

Лебегом;

6. Дослiджено алгебру цiлих симетричних комплекснозначних функцiй

обмеженого типу на декартовому добутку Lp1× . . .×Lpn комплексних

банахових просторiв функцiй, вiдповiднi степенi яких абсолютно iн-

тегровнi за Лебегом, знайдено її спектр та доведено iзоморфнiсть мiж

цiєю алгеброю та алгеброю цiлих функцiй на деякому декартовому

степеню простору C;
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7. На дiйсному банаховому просторi X побудовано алгебру A(X) — ана-

лог алгебри цiлих функцiй обмеженого типу на комплексифiкацiї про-

стору X, породженої деякою скiнченною множиною алгебраїчно не-

залежних однорiдних полiномiв та дослiджено структуру елементiв

алгебри A(X);

8. Побудовано алгебру A
(
L
(R)
p1 ×. . .×L(R)

pn

)
— дiйсний аналог алгебри цi-

лих симетричних функцiй обмеженого типу на декартовому добутку

Lp1 × . . . × Lpn комплексних банахових просторiв функцiй, вiдповiд-

нi степенi яких абсолютно iнтегровнi за Лебегом, та описано спектр

алгебри A
(
L
(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn

)
;

9. Встановлено iзоморфiзм мiж алгеброю A
(
L
(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn

)
та алге-

брою A(X), де X це деякий декартiв степiнь простору R.

Практичне значення одержаних результатiв. Науковi результа-

ти, отриманi у дисертацiйнiй роботi, мають фундаментальний теоретичний

характер, можуть бути корисними у функцiональному аналiзi та в стати-

стичнiй квантовiй фiзицi для побудови iнтегральних статистичних сум для

iдеальних газiв, що складаються iз бозонiв або фермiонiв.

Особистий внесок здобувача. Усi результати дисертацiї, що ви-

носяться на захист, отриманi автором самостiйно. У спiльних з науковим

керiвником публiкацiях [70,72,73] спiвавтору належать постановка окремих

задач i аналiз отриманих результатiв. У публiкацiї [71] здобувачу належить

формулювання i доведення леми 3.1.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної ро-

боти доповiдалися та обговорювалися на наступних наукових конференцiях

та семiнарах:

1. V мiжнароднiй конференцiї, присвяченiй 145-iй рiчницi вiд дня наро-

дження Ганса Гана (23 – 27 вересня 2024 року, Чернiвецький нацiо-

нальний унiверситет iменi Юрiя Федьковича);
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2. 12-й мiжнароднiй математичнiй конференцiї iменi Василя Яковича

Скоробогатька (23–25 вересня 2025 року, Львiвський Полiтехнiчний

нацiональний унiверситет).

3. Наукових семiнарах кафедри математичного i функцiонального ана-

лiзу Прикарпатського нацiонального унiверситету iменi Василя Сте-

фаника (2022 – 2026 роки).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в друкова-

них працях, серед яких: 3 статей ( [70,72,73]), кожна з яких опублiкована у

виданнях, проiндексованих у базах даних Scopus та/або Web of Science Core

Collection, одна стаття 1 стаття у наукових видання України (категорiї Б)

( [71]); та 2 тези конференцiй ( [74,75]).

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу,

4 роздiлiв, розбитих на пiдроздiли, висновкiв та списку використаних дже-

рел. Повний обсяг дисертацiї становить 143 сторiнки. Список використаних

джерел мiстить 71 найменування та займає 8 сторiнок. Додаток займає 2

сторiнки i включає список публiкацiй за темою дисертацiї та вiдомостi про

апробацiю наведених у нiй результатiв.
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РОЗДIЛ 1. ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ТА ВИБIР НАПРЯМ-

КIВ ДОСЛIДЖЕННЯ

1.1. Огляд лiтератури за тематикою дослiдження

С. Банах в 1920 роцi описав аксiоми повного нормованого лiнiйного

простору, який згодом почали називати банаховим. В 1923 роцi Н. Вiнером

було узагальнено iнтегральну формулу Кошi на випадок векторнозначних

аналiтичних функцiй вiд однiєї комплексної змiнних i зберегти значну кiль-

кiсть результатiв.

У 1932 роцi Р.С. Мартiн побудував теорiю аналiтичних вiдображеннь

на банахових просторах з використанням степеневих рядiв [26].

В серединi 1940-х рокiв значний вклад було зроблено М.А. Цорном

[30–32], а на початку 1950-х рокiв - Себастьяо е Сiлвою [33,34].

АлгебриHb(X) - цiлих аналiтичних функцiй обмеженого типу на про-

сторi X почали вивчалися з точки зору їх структури як топологiчних лi-

нiйних просторiв в роботах середини 80-х початку 90-х рокiв.

Питання продовжуваностi полiнома з деякого пiдпростору на шир-

ший простiр було поставлене у роботi Р. Арона та П. Бернера [42]. Пробле-

ма продовжуваностi полiномiв i полiлiнiйних вiдображеннь з банахового

простору також дослiджувалася у роботах [43–45] та iнших.

Вивчення спектрiв алгебр аналiтичних функцiй обмеженого типу по-

чалось з робiт Б. Коула, Т. Гамелiна [36] та Т. Корна, Б. Коула, Т. Гамелi-

на [35].

Симетричнi функцiї на нескiнченновимiрних просторах були введе-

нi в роботi [38], як важливий iнструмент в теорiї рiвномiрного наближен-

ня неперервних функцiй на сепарабельних гiльбертових просторах гладки-

ми функцiями та конкретно полiномами. Загалом, якщо лiнiйний простiр
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має якусь симетричну структуру, природно розглядати набiр операторiв,

що зберiгають цю структуру та визначати симетричну функцiю на цьо-

му просторi як функцiю, що не змiнюється вiд застосування вищевказа-

них операторiв до її аргумента [3]. Важливими прикладами таких просто-

рiв є переставно-iнварiантнi простори функцiй (див. [69, означення 2.a.1,

ст. 117])), наприклад, простори Lp (означення буде введено нижче). Як

вказано в роботi [20], простори послiдовностей з симетричним базисом Ша-

удера (див. [68, означення 3.a.1, ст. 113]), наприклад, простори ℓp абсолютно

сумовних в степеню p послiдовностей є переставно-iнварiантними просто-

рами функцiй на множинi N. Симетричнi неперервнi полiноми на дiйсних

сепарабельних переставно-iнварiантних просторах функцiй були застосо-

ванi для дослiдження задачi iснування роздiляючих полiномiв на цих про-

сторах в роботi [20]. Також у роботi [20] було побудовано не бiльш, нiж злi-

ченнi базиси алгебр симетричних неперервних полiномiв на цих просторах.

З аналогiчного результату для комплексних просторiв випливає, що вiдпо-

вiднi топологiчнi алгебри аналiтичних симетричних функцiй на цих про-

сторах або скiнченно породженi, або злiченно породженi, що важливо для

опису спектрiв цих алгебр. Елементи ряду Тейлора цих функцiй є алгебра-

їчними комбiнацiями елементiв алгебраїчного базису вiдповiдної алгебри

симетричних полiномiв. Таким чином, кожний характер на такiй алгебрi

аналiтичних симетричних функцiй однозначно заданий його значеннями

на елементах алгебраїчного базису. Цей пiдхiд був вперше представлений

у роботi [2] для дослiдження спектра алгебри аналiтичних симетричних

функцiй обмеженого типу на просторi ℓ1. Повний опис спектра цiєї алге-

бри на просторi ℓ1 було отримано в роботi [13] (див. також роботи [7,8]). В

неперервному випадку цей пiдхiд був застосований у роботi [17] щоб опи-

сати спектр алгебри Фреше цiлих симетричних функцiй обмеженого типу

на просторi L∞, що зробило можливим подати цю алгебру, як алгебру цi-

лих функцiй на її спектрi (див. роботу [19]). Деякi загальнi результати на
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спектрах злiченно породжених алгебр цiлих функцiй були отриманi у ро-

ботах [21,22].

Подiбно до алгебр неперервних симетричних полiномiв на вказаних

вище просторах, алгебри неперервних симетричних полiномiв на декарто-

вих добутках цих просторiв мають не бiльш, нiж злiченнi алгебраїчнi бази-

си (див. роботи [4,23,25] для просторiв послiдовностей та роботи [46–48,54]

для просторiв функцiй). Вiдзначимо, що природнi групи симетрiї на цих

декартових добутках просторiв задають деякi групи симетрiї на самих про-

сторах, що є пiдгрупами вiдповiдних природних груп симетрiї на цих про-

сторах (див. роботу [49]). Функцiї, симетричнi вiдносно таких груп назива-

ються блочно-симетричними. Оскiльки блочна симетричнiсть є бiльш слаб-

кою умовою нiж симетричнiсть, з цього випливає, що у алгебрах блочно-

симетричних полiномiв та аналiтичних функцiй вiдповiднi алгебри симе-

тричних полiномiв та аналiтичних функцiй є пiдалгебрами. Тодi, методи

розробленi для алгебр симетричних функцiй можуть бути поширенi на

бiльший клас алгебр функцiй. Граничний випадок таких алгебр, це ал-

гебри слабко симетричних функцiй (див. роботу [51]).

1.2. Попереднi вiдомостi

У цьому роздiлi зробимо огляд вiдомих результатiв за темою дисер-

тацiї, якi у цьому зв’язку виникають та будуть розглянутi у наступних

роздiлах.

Множину натуральних чисел будемо називати N, множину цiлих чи-

сел будемо називати Z, множину цiлих невiд’ємнихчисел будемо називати

Z+, множину дiйсних чисел будемо називати R, а множину комплексних

чисел будемо називати C.

Для кожного мультиiндекса k = (k1; . . . ; kn) ∈ Zn+ будемо визначати

|k| за допомогою рiвностi |k| = k1 + . . .+ kn.
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1.2.1. Мультилiнiйнi вiдображення Для кожного m ∈ N бу-

демо позначати La(mX;Y ) лiнiйний простiр всiх m-лiнiйних вiдображеннь

A : Xm → Y , де простори X та Y — банаховi, з нормами ∥ · ∥X та ∥ · ∥Y вiд-

повiдно. Також пiдпростiр всiх неперервних елементiв простору La(mX;Y )

будемо позначати L(mX;Y ).

Для кожного m ∈ N будемо позначати Lsa(mX;Y ) пiдпростiр всiх

симетричних елементiв простору La(mX;Y ), тобто таких A ∈ La(mX;Y ),

для яких виконується рiвнiсть

A(xσ(1), . . . , xσ(m)) = A(x1, . . . , xm)

для кожної бiєкцiї σ : {1; . . . ;m} → {1; . . . ;m} та кожного набору

x1, . . . , xm ∈ X.

Норму мультилiнiйного вiдображення A ∈ La(mX;Y ) будемо визна-

чати як

∥A∥ = sup
maxmj=1 ∥xj∥X≤1

∥A(x1, . . . , xm)∥Y . (1.1)

Загальновiдомо (див., напр., [39, с.2]), що мультилiнiйне вiдображення A ∈

La(mX;Y ) неперервне тодi i тiльки тодi, коли його норма скiнченна.

1.2.2. Полiноми Вiдображення P : X → Y , де простори X та Y

є банаховими просторами з нормами ∥ · ∥X та ∥ · ∥Y вiдповiдно, називається

N -однорiдним полiномом, де N ∈ N, якщо iснує N -лiнiйне вiдображення

AP : XN → Y таке, що

P (x) = AP

(
x, . . . , x︸ ︷︷ ︸

N

)
для кожного елемента x ∈ X. Вiдображення AP будемо називати N -

лiнiйним вiдображенням, асоцiйованого з полiномом P . Вiдмiтимо, що iсну-

вання такого вiдображення гарантує iснування симетричного вiдображен-
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ня, асоцiйованого з даним полiномом:

As
P (x1, . . . , xN) =

1

N !

∑
σ∈∆

A(xσ(1), . . . , xσ(N))

для елементiв x1, . . . , xN ∈ X, де множина ∆ це набiр всiх бiєкцiй σ :

{1; . . . ;N} → {1; . . . ;N}.

Вiдмiтимо, що для N -однорiдного полiнома P симетричне N -лiнiйне

вiдображення, асоцiйоване з даним полiномом, може бути знайдене за фор-

мулою наведеною нижче (див. [39, теорема 1.10]):

As
P (x1, . . . , xN) =

1

2NN !

∑
jk∈{−1;1}

j1 · . . . · jNP
(
j1x1 + . . .+ jNxN

)
, (1.2)

де k ∈ {1; . . . ;N}.

Будемо називати вiдображення P : X → Y 0-однорiдним полiномом,

якщо це стале вiдображення.

Вiдображення P : X → Y називається полiномом степеня, не бiль-

шого за N , якщо його можна подати в формi

P = P0 + P1 + . . .+ PN , (1.3)

де Pj : X → Y це j-однорiдний полiном для кожного j ∈ {0, . . . ;N}.

Загальновiдомо (див., напр., [39, с. 2]), що полiном P : X → Y непе-

рервний тодi i тiльки тодi коли норма ∥P∥ скiнченна, де

∥P∥ = sup
∥x∥X≤1

∥P (x)∥Y .

Лема 1.1. (Див. [59, твердження 1]) Нехай P : X → Y це полiном

степеня, не бiльшого за N , де X та Y — банаховi простори над полем

K ∈ {R,C}. Нехай λ0, . . . , λN це набiр попарно рiзних ненульових дiйсних

чисел. Тодi полiном Pj, визначений рiвнiстю (1.3), можна знайти за до-

помогою рiвностi

Pj(x) =
N∑
s=0

wjsP (λsx)
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для кожного числа j ∈ {0, . . . , N} та елемента x ∈ X, де wjs це елемен-

ти матрицi W = (wjs)j,s=0,N , яка є оберненою до матрицi Вандермонда

Vλ0,...,λN = (λsj)j,s=0,N .

Нехай множина Pa(
kX;Y ) це лiнiйний простiр k-однорiдних полiно-

мiв, що дiють з X в Y , а P(kX;Y ) пiдпростiр неперервних k-однорiдних

полiномiв, що дiють з X в Y . Узагальнюючи, P(X;Y ) це простiр неперв-

них полiномiв що дiють з X в Y . Вiдмiтимо, що якщо Y це комутативна

алгебра з одиницею, то P(X;Y ) — теж комутативна алгебра з одиницею.

Вiдмiтимо, що для неперевного m-однорiдного полiнома P : X → Y

та симетричного мультилiнiйного вiдображення AP , асоцiйованого з полi-

номом P , виконується нерiвнiсть

∥P∥ ≤ ∥AP∥ ≤ mm

m!
∥P∥ (1.4)

(див. [39, теорема 2.2]).

1.2.3. Комплексифiкацiя дiйсного банахового простору

Нехай E — дiйсний банахiв простiр. Можемо поставити йому у вiдповiд-

нiсть наступний комплексний банахiв простiр Ẽ.

Означення 1.1. (Див. [63, с. 2]) Нехай простiр Ẽ це декартiв добуток

E×E, тодi Ẽ може бути перетворений на лiнiйний комплексний простiр

за допомогою задання двох операцiй:

1. (x; y) + (u; v) = (x+ u; y + v) для всiх x, y, u, v ∈ E

2. (α+ iβ)(x; y) = (αx− βy; βx+ αy) для всiх x, y ∈ E та α, β ∈ R.

В подальшому будемо називати простiр Ẽ комплексифiкацiєю простору

E.

Якщо ми поставимо у вiдповiднiсть елементу (x; 0) ∈ Ẽ елемент x за

допомогою вiдображення, заданого рiвнiстю

ϕ(x+ 0i) = x (1.5)
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для кожного x ∈ E, то простiр E це дiйсне ядро простору Ẽ. Тому ми

можемо використовувати знайомий запис z = x + iy замiсть z = (x; y), а

елементи x = Re z, y = Im z визначаються однозначно.

Для z = x+ iy ∈ Ẽ будемо визначати спряжений до z як z = x− iy.

Означення 1.2. (Див. [63, означення 1.1])) Якщо ∥ · ∥E це норма на дiй-

сному банаховому просторi E, а ∥·∥Ẽ це довiльна норма визначена на про-

сторi Ẽ, тобто комплексифiкацiї простору E, будемо казати, що ∥·∥Ẽ це

природна норма комплексифiкацiї якщо виконуються наступнi двi умови:

1. ∥Re z∥Ẽ = ∥Re z∥E для кожного z ∈ Ẽ,

2. ∥z∥Ẽ = ∥z∥Ẽ для кожного z ∈ Ẽ.

Вiдзначимо, що перша умова рiвносильна умовi ∥Im z∥Ẽ = ∥Im z∥E для

кожного z ∈ Ẽ. Iз даних рiвностей та повноти простору E випливає

повнота простору Ẽ. Отже, Ẽ оснащений природною нормою компле-

ксифiкацiї є комплексним банаховим простором.

Вiдзначимо, що така норма завжди iснує. Наприклад, норма Тейлора

∥x+ it∥T = sup
∥ψ∥E∗≤1

√
ψ2(x) + ψ2(y),

де ψ це дiйснозначний лiнiйний неперервний функцiонал, є природною нор-

мою комплексифiкацiї. До того ж, всi природнi норми комплексифiкацiї

еквiвалентнi до ∥ · ∥T (див. [63, твердження 3]).

Теорема 1.1. (Див. [62, теорема 3]) Нехай k ∈ N. Нехай E це банахiв

простiр над полем R. Для кожного полiнома P ∈ Pa(
kE;R) iснує єдиний

елемент P̂ ∈ Pa(
kẼ;C) такий, що звуження полiнома P̂ на простiр E

збiгається з полiномом P . Полiном P неперервний тодi i тiльки тодi,

коли полiном P̂ неперервний.

Будемо називати полiном P̂ комплексним продовженням полiнома

P .
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Теорема 1.2. (Див. [63, с. 9]) Нехай E це банахiв простiр над полем R.

Нехай P : E → R це m-однорiдний непервний полiном. Тодi його компле-

ксне продовження P̂ може бути знайдене за формулою:

P̂ (x) = AP̂

(
x, . . . , x︸ ︷︷ ︸

m

)
,

де x ∈ Ẽ, а вiдображення AP̂ можна знайти за формулою

AP̂

(
x
(0)
1 + ix

(1)
1 , . . . , x(0)m + ix(1)m

)
=

∑
jk∈{0;1}

i
∑m

q=1 jqAP

(
x
(j1)
1 , . . . , x(jm)

m

)
,

де k ∈ {1; . . . ;m}.

Згадуючи рiвнiсть (1.1), отримаємо нерiвнiсть

∥AP̂∥ ≤ 2m∥AP∥. (1.6)

Означення 1.3. Нехай E це банахiв простiр над полем R. Для кожного

полiнома P : E → R такого, що P = P0 + P1 + . . . + Pm, де Pj це j-

однорiдний полiном для j ∈ {0; . . . ;m}, будемо визначати його комплексне

продовження P̂ як

P̂ = P̂0 + P̂1 + . . .+ P̂m,

де полiноми P̂j, j ∈ {1; . . . ;m}, визначаються за допомогою теореми 1.1,

а P̂0 = P0.

1.2.4. Алгебраїчний базис Нехай A це комутативна алгебра з

одиницею над полем K, де K ∈ {R,C}. Для кожного полiнома Q : Kn → K

вигляду

Q(z1, . . . , zn) =
∑

(k1,...,kn)∈Ω

α(k1,...,kn)z
k1
1 · · · zknn ,

де α(k1,...,kn) ∈ K, а Ω це скiнченна непорожня пiдмножина множини Zn+,

будемо визначати вiдображення QA : An → A за формулою:

QA(a1, . . . , an) =
∑

(k1,...,kn)∈Ω

α(k1,...,kn)a
k1
1 · · · aknn , (1.7)
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де a1, . . . , an ∈ A (будемо вважати, що нульовий степiнь a0j елемента aj

дорiвнює одиницi алгебри A).

Означення 1.4. Нехай a, a1, . . . , an ∈ A. Елемент a називається алгебра-

їчною комбiнацiєю елементiв a1, . . . , an, якщо iснує полiном Q : Kn → K

такий, що a = QA(a1, . . . , an).

Означення 1.5. Непорожня множина B ⊂ A називається системою

твiрних елементiв алгебри A якщо кожний елемент алгебри A може бути

поданий у виглядi алгебраїчної комбiнацiї елементiв множини B.

Означення 1.6. Непорожня множина B ⊂ A називається алгебраїчним

базисом алгебри A якщо кожний елемент алгебри A може бути поданий

у виглядi алгебраїчної комбiнацiї елементiв множини B i, до того ж,

єдиним чином.

Означення 1.7. Скiнченна непорожня множина {a1; . . . ; an} ⊂ A нази-

вається алгебраїчно незалежною, якщо рiвнiсть QA(a1, . . . , an) = 0 мо-

жлива тiльки тодi, коли полiном Q тотожно дорiвнює 0. Нескiнченна

множина A0 ⊂ A називається алгебраїчно незалежною, якщо кожна її

скiнченна непорожня пiдмножина є алгебраїчно незалежною.

Кожний алгебраїчний базис алгебраїчно незалежний, а кожна алге-

браїчно незалежна система твiрних елементiв є алгебраїчним базисом.

1.2.5. Алгебра Hb(X) Нехай X це комплексний банахiв простiр.

Нехай Hb(X) це алгебра Фреше всiх цiлих функцiй f : X → C, якi обме-

женi на обмежених множинах, надiлена топологiєю рiвномiрної збiжностi

на обмежених множинах.

Нехай

∥f∥r = sup
∥x∥≤r

|f(x)| (1.8)

для функцiї f ∈ Hb(X) та числа r > 0. Топологiя Hb(X) може бути поро-

джена довiльним набором норм {∥ · ∥r : r ∈ Γ}, де множина Γ це довiльна

необмежена пiдмножина множини (0,+∞).
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Вiдзначимо, що на скiнченновимiрному комплексному банаховому

просторi X кожна цiла функцiя обмежена на обмежених множинах. То-

му виконується рiвнiсть

Hb(X) = H(X), (1.9)

де H(X) це алгебра Фреше всiх цiлих функцiй f : X → C.

1.2.6. Симетричнi вiдображення Нехай A,B це довiльнi непо-

рожнi множини. Нехай S це деякий заданий набiр вiдображень, якi дiють

з множини A в цю ж множину. Вiдображення f : A → B називається

S-симетричним, якщо f(s(a)) = f(a) для всiх a ∈ A та s ∈ S.

1.2.7. Алгебри Hb,S(X) та PS(X) Нехай X це комплексний ба-

нахiв простiр. Нехай S це множина операторiв на просторi X. Позначимо

Hb,S(X) пiдалгебру всiх S-симетричних елементiв алгебри Hb(X). Згiдно

з [50, лема 3], алгебра Hb,S(X) замкнена в алгебрi Hb(X). Тож, Hb,S(X) це

алгебра Фреше. Будемо позначати PS(X) пiдалгебру алгебри Hb,S(X), яка

складається з усiх S-симетричних неперервних полiномiв на просторi X.

1.2.8. Iзоморфiзми алгебр Фреше цiлих симетричних фун-

кцiй Наведену нижче теорему можна отримати з результатiв [58, теорема

2] для пункту a) та [57, теорема 4] для пунктiв b) та c):

Теорема 1.3. Нехай X та Y це комплекснi банаховi простори. Нехай S1

та S2 це напiвгрупи операторiв на просторах X та Y вiдповiдно. Нехай

ιX,Y : X → Y це iзоморфiзм такий, що виконуються наступнi двi умови:

1) для кожних елемента x ∈ X та оператора s1 ∈ S1 iснує оператор

s2 ∈ S2 такий, що виконується рiвнiсть ιX,Y (s1(x)) = s2(ιX,Y (x));

2) для кожних елемента y ∈ Y та оператора s2 ∈ S2 iснує оператор

s1 ∈ S1 такий, що виконується рiвнiсть ι−1
X,Y (s2(y)) = s1(ι

−1
X,Y (y)).

Тодi
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a) вiдображення

I : f ∈ Hb,S2
(Y ) 7→ f ◦ ιX,Y ∈ Hb,S1

(X) (1.10)

це iзоморфiзм, тобто I це неперервна лiнiйна мультиплiкативна бiєкцiя;

b) звуження вiдображення I на PS2
(Y ) це iзоморфiзм мiж алгебра-

ми PS2
(Y ) та PS1

(X);

c) якщо алгебра PS2
(Y ) має якийсь алгебраїчний базис B, тодi мно-

жина I(B) це алгебраїчний базис в алгебрi PS1
(X).

1.2.9. Простори вимiрних за Лебегом функцiй Будемо ви-

значати просту функцiю як вимiрну суму
∑

k ak1Ek
, де ak це комплекснi

числа, множини Ek вимiрнi i мають порожнi попарнi перетини, а функцiї

1Ek
— це iндикатори.

Простiр L(K)
p для p ∈ [1; +∞) це банахiв простiр вимiрних за Лебегом

функцiй x : [0; 1] → K, де K ∈ {R,C}, для яких p-й степiнь їхнього модуля

iнтегровний за Лебегом, тобто iнтеграл
∫ 1

0 |x(t)|p dt скiнченний, з нормою

∥x∥
L
(K)
p

=
(∫ 1

0

|x(t)|p dt
) 1

p

. (1.11)

Простiр L
(K)
∞ це банахiв простiр суттєво обмежених вимiрних за Лебегом

функцiй, x : [0; 1] → K, де K ∈ {R,C}, з нормою

∥x∥
L
(K)
∞

= ess supt∈[0,1]|x(t)|.

Визначимо норму на декартовому добутку L(K)
p1 ×L

(K)
p2 × . . .×L

(K)
pn , де

p1; p2; . . . ; pn ∈ [1; +∞), як

∥x∥
L
(K)
p1 ×L(K)

p2 ×...×L(K)
pn

= max
j∈{1;...;n}

∥xj∥L(K)
pj

(1.12)

для кожного x = (x1; . . . ;xn) ∈ L
(K)
p1 × L

(K)
p2 × . . .× L

(K)
pn .

В подальшому для зручностi запису будемо позначати простiр L(C)
p1 ×

L
(C)
p2 × . . .×L(C)

pn просто L, а простiр L(R)
p1 ×L(R)

p2 × . . .×L(R)
pn будемо позначати
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L(R), тобто:

L = L(C)
p1

× L(C)
p2

× . . .× L(C)
pn

(1.13)

та

L(R) = L(R)
p1

× L(R)
p2

× . . .× L(R)
pn
. (1.14)

Крiм того, будемо позначати простiр L(C)
p як Lp.

1.2.10. Симетричнi функцiї на Lp1 × . . . × Lpn Розглянемо

p1, . . . , pn ∈ [1; +∞)∪{+∞}. Нехай Ξ[0;1] це множина всiх бiєкцiй σ : [0; 1] →

[0; 1] таких, що обидвi функцiї σ та σ−1 є вимiрними i зберiгають мiру Ле-

бега, тобто, виконується рiвнiсть

µ(σ(E)) = µ(σ−1(E)) = µ(E)

для кожної вимiрної за Лебегом множини E ⊂ [0; 1], де µ це мiра Лебега.

Для кожної функцiї σ ∈ Ξ[0;1] та елемента x = (x1; . . . ;xn) ∈ Lp1 × . . .×Lpn

введемо позначення

x ◦ σ = (x1 ◦ σ; . . . ;xn ◦ σ).

Для кожної функцiї σ ∈ Ξ[0;1] будемо визначати оператор gσ наступним

чином:

gσ : x ∈ Lp1 × . . .× Lpn 7→ x ◦ σ ∈ Lp1 × . . .× Lpn. (1.15)

Нехай

Gp1;...;pn = {gσ : σ ∈ Ξ[0; 1]}. (1.16)

Легко побачити, що множина Gp1;...;pn це група операторiв на просторi

Lp1 × . . .×Lpn. В подальшiй роботi ми будемо називати Gp1;...;pn-симетричнi

функцiї f : Lp1 ×Lp2 × . . .×Lpn → C просто симетричними, тобто функцiя

f : Lp1 × Lp2 × . . .× Lpn → C називається симетричною, якщо рiвнiсть

f(x) = f(x ◦ σ)

виконується для кожних елемента x ∈ Lp1 × Lp2 × . . . × Lpn та функцiї

σ ∈ Ξ[0; 1].
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1.2.11. Алгебри симетричних полiномiв на просторi

Lp1 × . . .× Lpn

Теорема 1.4. (Див [46, теорема 2.10]) Для кожного числа p ∈ [1; +∞),

кожен m-однорiдний симетричний неперервний полiном P : Lnp → C, де

норма на просторi Lnp задана рiвнiстю

∥x∥p,n =
( n∑
i=1

∥xi∥pLp

) 1
p

, (1.17)

може бути єдиним чином поданий як алгебраїчна комбiнацiя елементiв

множини {
Rα : α ∈ Zn+ такий, що 1 ≤ |α| ≤ min(m, ⌊p⌋)

}
,

де полiноми Rα заданi рiвнiстю

Rα(x) =

∫ 1

0

(x1(t))
α1 . . . (xn(t))

αn dt,

для мультиiндексiв α = (α1, . . . , αn).

Лема 1.2. (Див. [24, лема 11]). Нехай m ∈ N, G ⊂ Cm та оператор χ :

G → Cm−1 це ортогональна проекцiя: χ((x1; x2; ...;xm)) = (x2; x3; ...;xm).

Нехай множина G1 = χ(G) така, що int G1 ̸= ∅ i для будь-якої вiдкри-

тої множини U ⊂ G1 , її прообраз χ−1(U) необмежений. Якщо компле-

ксозначний полiном Q(x1; x2; ...;xm) обмежений на G, то полiном Q не

залежить вiд змiнної x1.

Лема 1.3. (Див. [52, теорема 3]). Нехай n ∈ N. Тодi iснує число Kn > 0,

таке, що для кожного вiдображення c : Zn+ \ {(0; . . . ; 0)} → C такого, що

виконується нерiвнiсть

sup
k∈Zn

+\{(0;...;0)}
|c(k)|

1
|k| <∞,

iснує елемент xc = (x1; . . . ;xn) ∈ Ln∞ такий, що рiвнiсть∫ 1

0

xk11 (t)x
k2
2 (t) · . . . · xknn (t) dt = c(k)
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виконується для всiх мультиiндексiв k ∈ Zn+ \ {(0; . . . ; 0)}, та виконує-

ться нерiвнiсть

∥xc∥Ln
∞ ≤ Kn sup

k∈Zn
+\{(0;...;0)}

|c(k)|
1
|k| .

З теореми [50, теорема 4], випливає наступне твердження:
Теорема 1.5. Нехай X це комплексний банахiв простiр, m ∈ N та

Γ = {P1;P2; . . . ;Pm} це множина полiномiв на просторi X з наступними

властивостями:
1. Для кожного числа j ∈ {1, . . . ,m} вiдображення Pj : X → C є

неперервним dj-однорiдним полiномом, де dj ∈ N.

2. Iснує константа C > 0 така, що для кожного вектора z =

(z1; . . . ; zm) ∈ Cm iснує елемент xz ∈ X такий, що ∥xz∥ ≤ C∥z∥∞ та

Pj(xz) = zj для всiх j ∈ {1; . . . ;m}, де ∥z∥∞ = max {|z1|; . . . ; |zm|} .
Нехай множина HΓ(X) це замкнена пiдалгебра алгебри Фреше Hb(X), на-

дiлена властивiстю:
3. Довiльна функцiя f ∈ Hb(X) належить множинi HΓ(X) тодi i

тiльки тодi, коли кожний член ряду Тейлора функцiї f є алгебраї-

чною комбiнацiєю елементiв множини Γ.

Тодi виконуються наступнi умови:
(а) iснує неперервний iзоморфiзм ξ мiж алгебрами Фреше HΓ(X) та

H(Cm) такий, що для всiх чисел j ∈ {1; . . . ;m} функцiя ξ(Pj)

це координатний функцiонал, тобто, ξ(Pj)(z) = zj для всiх z =

(z1; . . . ; zm) ∈ Cm.

(б) спектр алгебри Фреше HΓ(X) збiгається з множиною всiх функцiо-

налiв обчислення значень в точках простору X.
Лема 1.4. (Див. [50, лема 3]) Нехай X це комплексний банахiв простiр.

Нехай деяка послiдовнiсть функцiй {fn}∞n=1 ⊂ Hb(X) збiгається до якоїсь

функцiї f ∈ Hb(X). Нехай A : X → X це деяке вiдображення. Якщо

знайдеться елемент x ∈ X, такий що fn(A(x)) = fn(x) для кожного

n ∈ N, тодi f(A(x)) = f(x).
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РОЗДIЛ 2. Алгебраїчний базис алгебри неперервних симе-

тричних полiномiв на декартовому добутку Lp1 × . . . × Lpn ком-

плексних банахових просторiв функцiй абсолютно iнтегровних у

вiдповiдних степенях за Лебегом

В роботi Т.В. Василишина [46] вже знайдено алгебраїчний базис алге-

бри симетричних неперервних полiномiв, заданих на декартовому степеню

(Lp)
n комплексного банахового простору Lp функцiй на вiдрiзку [0; 1], p-

й степiнь яких абсолютно iнтегровний за Лебегом. Мета цього роздiлу —

узагальнити цей результат на випадок алгебри симетричних неперервних

полiномiв на декартовому добутку Lp1 × . . . × Lpn комплексних банахових

просторiв функцiй, вiдповiднi степенi яких абсолютно iнтегровнi за Лебе-

гом, де p1, . . . , pn ≥ 1 не обов’язково рiвнi числа.

2.1. Елементарнi симетричнi полiноми на декартових добу-

тках банахових просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у вiд-

повiдних степенях за Лебегом

Мета цього пiдроздiлу — встановити деякi властивостi функцiй на

декартових добутках комплексних просторiв функцiй, iнтегровних за Ле-

бегом, та побудувати множини так званих елементарних симетричних по-

лiномiв
{
R

(Lp1
×...×Lpn)

α : α ∈ ℵp1;...;pn
}

та
{
R

(
L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn

)
α : α ∈ ℵp1;...;pn

}
i

визначити властивостi першої з них. В подальших пiдроздiлах даного роз-

дiлу та в роздiлi 3 буде доведено, що цi множини є алгебраїчними базисами

алгебр симетричних неперервних полiномiв, заданих на декартових добу-

тках Lp1 × . . .× Lpn i L(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn комплексних та дiйсних, вiдповiдно,

банахових просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у вiдповiдних степе-

нях за Лебегом, де p1, . . . , pn ≥ 1.
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Зафiксуємо числа p1; p2; . . . ; pn ≥ 1. Нехай Lp1 × Lp2 × . . . × Lpn —

декартовий добуток просторiв Lp1, Lp2, . . . , Lpn, надiлений нормою (1.12).

Спочатку, доведемо декiлька лем.

Лема 2.1. Нехай a > 1 та a > b > 0. Тодi iснує дiйсне число λ ∈ (0; 1)

таке, що λa > 1 > λb.

Доведення. Вiзьмемо число ε таке, що виконується нерiвнiсть 0 < ε <

min (a−1
a ; a−bab ). Нехай λ = 1

a + ε. Перевiримо, що таке λ задовольняє всiм

умовам. По-перше, виконуються нерiвностi λ < 1
a +

a−1
a = 1 та λ > 1

a > 0.

Тодi, λ ∈ (0; 1). По-друге, виконується рiвнiсть λa = 1 + aε > 1. Тодi

λa > 1. По-третє, виконується нерiвнiсть λb = b
a + bε < b

a +
a−b
a = 1. Тодi

1 > λb. Отже, λa > 1 > λb. Лему доведено.

Лема 2.2. Пiдпростiр Ln∞ щiльний в просторi Lp1 × Lp2 × . . . × Lpn за

нормою (1.12).

Доведення. Нехай x = (x1; . . . ;xn) ∈ Lp1×Lp2×. . .×Lpn. Оскiльки xi ∈ Lpi,

а Lpi ⊂ L1 для всiх pi ≥ 1, то xi ∈ L1. Вiдповiдно, функцiї xi iнтегровнi

за Лебегом на вiдрiзку [0; 1] для всiх i ∈ {1; . . . ;n}. Тодi, для кожного i ∈

{1; . . . ;n} та ε > 0, iснує вимiрна функцiя yi : [0; 1] → C така, що множина

образiв yi([0; 1]) не потужнiша за злiченну та нерiвнiсть |xi(t) − yi(t)| < ε

виконується для всiх t ∈ [0; 1]. Вiдмiтимо, що функцiя yi ∈ Lpi. Нехай

y = (y1; . . . ; yn). Тодi

∥x− y∥Lp1
×Lp2

×...×Lpn
= max

i∈{1;...;n}
∥xi − yi∥Lpi

= max
i∈{1;...;n}

(∫ 1

0

|xi(t)− yi(t)|pi dt
) 1

pi < max
i∈{1;...;n}

(∫ 1

0

εpi dt
) 1

pi = ε.

(2.1)

Оскiльки yi ∈ Lpi, а множина значень yi([0; 1]) не потужнiша за злiченну,

iснує вимiрна функцiя зi скiнченною кiлькiстю значень y(0)i : [0; 1] → C та-

ка, що виконується нерiвнiсть ∥y(0)i −yi∥Lpi
< ε. Нехай y(0) = (y

(0)
1 ; . . . ; y

(0)
n ).

Тодi

∥y(0) − y∥Lp1
×Lp2

×...×Lpn
= max

i∈{1;...;n}
∥y(0)i − yi∥Lpi

< ε. (2.2)
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Вiдмiтимо, що y
(0)
i ∈ L∞ для всiх i ∈ {1; . . . ;n}. Тодi y(0) ∈ Ln∞. Отже,

посилаючись на нерiвностi (2.1) та (2.2), отримуємо нерiвнiсть

∥x− y(0)∥Lp1
×Lp2

×...×Lpn
< 2ε. (2.3)

Таким чином, для всiх функцiй x ∈ Lp1 × Lp2 × . . . × Lpn та ε > 0 iснує

функцiя y(0) ∈ Ln∞, таке що нерiвнiсть (2.3) виконується. Тодi пiдпростiр

Ln∞ щiльний в Lp1 × Lp2 × . . .× Lpn. Лему доведено.

Лема 2.3. Нехай n ∈ N. Тодi iснує число Kn > 0 таке, що для кожного

вiдображення c : Zn+ \ {(0; . . . ; 0)} → C, для якого виконується нерiвнiсть

sup
k∈Zn

+\{(0;...;0)}
|c(k)|

1
|k| <∞,

iснує функцiя xc = (x1;c; . . . ;xn;c) ∈ Ln∞ така, що виконуються наступнi

властивостi:

1.
∫ 1

0 xk11;c(t)x
k2
2;c(t) · . . . · x

kn(t)
n;c dt = c(k) для всiх k ∈ Zn+ \ {(0; . . . ; 0)}

2. xi;c(t) = 0 для всiх t ∈ [0; 12) та i ∈ {1; 2; . . . ;n}

3. ∥xc∥Ln
∞ ≤ 2Kn supk∈Zn

+\{(0;...;0)} |c(k)|
1
|k| .

Доведення. Позначимо через Kn число, яке дає лема 1.3. Нехай c′ : Zn+ \

{(0; . . . ; 0)} → C це вiдображення, задане рiвнiстю c′(k) = 2c(k) для всiх

k ∈ Zn+ \ {(0; . . . ; 0)}. По-перше, згiдно з лемою 1.3, iснує функцiя uc′ =

(u1;c′; . . . ;un;c′) ∈ Ln∞ така, що рiвнiсть∫ 1

0

uk11;c′(t)u
k2
2;c′(t) · . . . · u

kn
n;c′(t) dt = c′(k) (2.4)

виконується для всiх k = (k1; . . . ; kn) ∈ Zn+ \ {(0; . . . ; 0)} , а також викону-

ється нерiвнiсть

∥uc′∥Ln
∞ ≤ Kn sup

k∈Zn
+\{(0;...;0)}

|c′(k)|
1
|k| . (2.5)

Нехай

xi;c(t) =

ui,c
′(2t− 1), якщо t ∈ [12 ; 1],

0, якщо t ∈ [0; 12)
(2.6)
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для всiх i ∈ {1; . . . ;n}. Нехай xc = (x1;c; . . . ;xn;c). Вiдзначимо, що xc ∈ Ln∞,

а також, що виконується нерiвнiсть

∥xc∥Ln
∞ ≤ ∥uc′∥Ln

∞. (2.7)

Доведемо, що функцiя xc задовольняє всiм властивостям. Доведемо власти-

вiсть 1. Iз рiвностi (2.6), для всiх (k1; . . . ; kn) ∈ Zn+ \ {(0; . . . ; 0)}, випливає

рiвнiсть∫ 1

0

xk11;c(t)x
k2
2;c(t) · . . . · xknn;c(t) dt =

=

∫ 1

1
2

uk11;c(2t− 1)uk22;c(2t− 1) · . . . · uknn;c(2t− 1) dt.

(2.8)

Нехай s = 2t− 1. Тодi, з рiвностi (2.5), випиває рiвнiсть∫ 1

1
2

uk11;c(2t− 1)uk22;c(2t− 1) · . . . · uknn;c(2t− 1) dt =

=
1

2

∫ 1

0

uk11;c(s)u
k2
2;c(s) · . . . · uknn;c(s) ds

=
1

2
c′(k) = c(k).

(2.9)

Iз рiвностей (2.8) та (2.9), випливає рiвнiсть∫ 1

0

xk11;c(t)x
k2
2;c(t) · . . . · xkn(t)n;c dt = c(k)

для всiх k ∈ Zn+ \ {(0; . . . ; 0)}. Отже, властивiсть 1 доведена.

Властивiсть 2 вiдразу випливає з рiвностi (2.6).

Доведемо властивiсть 3. З нерiвностей (2.7) та (2.5), згадуючи про

рiвнiсть c′(k) = 2c(k) та нерiвнiсть |k| ≥ 1, можна отримати нерiвностi

∥xc∥Ln
∞ ≤ ∥uc′∥Ln

∞ ≤ Kn sup
k∈Zn

+\(0;...;0)
|c′(k)|

1
|k| ≤

≤ 2Kn sup
k∈Zn

+\{(0;...;0)}
|c(k)|

1
|k| .

Отже, властивiсть 3 доведена. Таким чином, лему доведено.
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Для кожного мультиiндексу α = (k1; k2; . . . ; kn) ∈ Zn+ \ {(0; . . . ; 0)}

будемо визначати вiдповiдну суму S(Lp1
×...×Lpn)

α за формулою:

S
(Lp1

×...×Lpn)
α =

n∑
i=1

ki
pi
. (2.10)

Якщо простiр Lp1 × . . .× Lpn вiдразу зрозумiлий з контексту, то суму

S
(Lp1

×...×Lpn)
α будемо позначати просто Sα. Позначимо

ℵp1;...;pn = {α ∈ Zn+ \ {(0; . . . ; 0)} : Sα ≤ 1}. (2.11)

Для кожного мультиiндексу α = (k1; k2; . . . ; kn) ∈ ℵp1;...;pn визначимо полi-

номи R
(
L
(K)
p1 ×...×L(K)

pn

)
α : L

(K)
p1 × . . .× L

(K)
pn → K за допомогою рiвностi

R

(
L
(K)
p1 ×...×L(K)

pn

)
α ((x1; . . . ;xn)) =

∫ 1

0

(x1(t))
k1 · . . . · (xn(t))kn dt, (2.12)

де xi ∈ L
(K)
pi для всiх i ∈ {1; . . . ;n}, а простiр K ∈ {R,C}. Якщо ki = 0

та xi ≡ 0 ми будемо вважати, що xkii дорiвнює 1. В цьому роздiлi ми сфо-

кусуємося на комплексних полiномах i просторах, i для зручностi будемо

позначати полiном R

(
L
(C)
p1 ×...×L(C)

pn

)
α як R(Lp1

×...×Lpn)
α .

Вiдзначимо, що R
(Lp1

×...×Lpn)
α це (k1 + . . . + kn)-однорiдний полiном.

В роботi [46, теорема 2.10] вже доведено, що у випадку p1 = . . . = pn

цi полiноми визначенi тодi i тiльки тодi, коли Sα ≤ 1. В теоремi 2.2 ми

узагальнимо цей результат на довiльнi p1, . . . , pn ∈ [1; +∞). В теоремi 2.4

буде показано, що для кожного мультиiндекса β ∈ Zn+ \ {(0; . . . ; 0)}, такого

що β /∈ ℵp1;...;pn вiдповiдний полiном R
(Lp1

×...×Lpn)

β не визначений.

В роботi [46, теорема 2.10] була визначена структура симетричних

непервних полiномiв на просторi Lnp , надiлених нормою (1.17) де x =

(x1; x2; . . . ;xn) ∈ Lnp . За визначеннями (1.12) та (1.17), виконується подвiй-

на нерiвнiсть

∥x∥Ln
p
≤ ∥x∥p,n ≤ n

1
p∥x∥Ln

p
.

Тобто норми (1.12) та (1.17) є еквiвалентними на просторi Lnp . Тодi, поси-

лаючись на теорему 1.4 отримаємо наступне:
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Теорема 2.1. Для будь-якого числа p ∈ [1; +∞), будь-який m-однорiдний

симетричний неперервний полiном P : Lnp → C, де простiр Lnp надiлений

нормою (1.12), може бути поданий як алгебраїчна комбiнацiя елементiв

множини {
R

(Ln
p )

α : α ∈ Zn+ такий, що 1 ≤ |α| ≤ min(m, ⌊p⌋)
}
.

Теорема 2.2. Нехай α ∈ ℵp1;...;pn, де множина ℵp1;...;pn задана за допомогою

рiвностi (2.11). Полiном R
(Lp1

×...×Lpn)
α , заданий рiвнiстю (2.12), визначе-

ний, неперервний та ∥R(Lp1
×...×Lpn)

α ∥Lp1
×...×Lpn

= 1.

Доведення. Нехай α = (k1; . . . ; kn). Нехай x = (x1; . . . ;xn) ∈ Lp1 × . . . ×

Lpn. Доведемо, що полiном R
(Lp1

×...×Lpn)
α (x) визначений. З рiвностi (2.11),∑n

i=1
ki
pi
≤ 1. Тому

k1p2...pn + k2p1p3 . . . pn + . . .+ knp1p2 . . . pn−1 ≤
n∏
i=1

pi.

Тодi s ≥ 0, де

s =
n∏
i=1

pi − (k1p2 . . . pn + k2p1p3 . . . pn + . . .+ knp1p2 . . . pn−1). (2.13)

Вагова нерiвнiсть Кошi стверджує, що для кожного r ∈ N, наборiв

невiд’ємних чисел a1; . . . ; ar та невiд’ємних ваг w1; . . . ;wr таких, що w =

w1 + . . .+ wr > 0,

(aw1
1 · . . . · awr

r )
1
w ≤ a1w1 + . . .+ arwr

w
.

(Вважаємо, що 00 = 1). Використаємо цю нерiвнiсть для r = n+1 та набору

a1 = |x1(t)|p1,

a2 = |x2(t)|p2,

. . .
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an = |xn(t)|pn,

an+1 = 1,

де t ∈ [0; 1], з вагами

w1 = k1p2 . . . pn,

w2 = k2p1p3 . . . pn,

. . .

wn = knp1p2 . . . pn−1,

wn+1 = s,

де число s задане рiвнiстю (2.13). Отримаємо наступну нерiвнiсть:

( n∏
i=1

|xi(t)|ki
∏n

i=1 pi
) 1∏n

i=1 pi ≤

≤ k1p2 . . . pn|x1(t)|p1 + . . .+ knp1p2 . . . pn−1|xn(t)|pn + s∏n
i=1 pi

для кожного t ∈ [0; 1]. Тодi

n∏
i=1

|xi(t)|ki ≤
n∑
i=1

ki
pi
|xi(t)|pi +

s∏n
i=1 pi

(2.14)

для кожного t ∈ [0; 1]. Оскiльки xi ∈ Lpi, права сторона нерiвностi (2.14)

iнтегровна. Отже, лiва сторона нерiвностi (2.14) iнтегровна. Отже, врахо-

вуючи рiвнiсть (2.12), полiном R
(Lp1

×...×Lpn)
α визначений. Бiльш того, якщо

∥xi∥Lpi
≤ 1 для кожного i ∈ {1; . . . ;n}, тодi

∫ 1

0 |xi(t)|pi dt ≤ 1 i, з нерiвностi

(2.14) та рiвностi (2.13), отримаємо нерiвнiсть

R
(Lp1

×...×Lpn)
α (x) ≤

n∑
i=1

ki
pi

+
s∏n
i=1 pi

= 1.

Отже,

∥R(Lp1
×...×Lpn)

α ∥Lp1
×...×Lpn

≤ 1. (2.15)
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Таким чином, полiном R
(Lp1

×...×Lpn)
α обмежений, а значить неперервний.

Доведемо, що

∥R(Lp1
×...×Lpn)

α ∥Lp1
×...×Lpn

= 1. (2.16)

Нехай yi(t) = 1 для кожного i ∈ {1; . . . ;n} та кожного t ∈ [0; 1]. Нехай

y = (y1; . . . ; yn). Вiдзначимо, що тодi y ∈ Lp1 × . . .× Lpni ∥y∥Lp1
×...×Lpn

= 1.

Крiм того, виконується рiвнiсть R(Lp1
×...×Lpn)

α (y) = 1. Отже,

∥R(Lp1
×...×Lpn)

α ∥Lp1
×...×Lpn

≥ 1. (2.17)

Враховуючи нерiвностi (2.15) та (2.17), отримуємо рiвнiсть (2.16). Теорему

доведено.

Теорема 2.3. Нехай α ∈ ℵp1;...;pn, де множина ℵp1;...;pn задана рiвнiстю

(2.11). Полiном R
(Lp1

×...×Lpn)
α , заданий рiвнiстю (2.12), симетричний.

Доведення. Нехай α = (k1; . . . ; kn). Доведемо, що для кожних вiдображен-

ня σ ∈ Ξ[0;1] та функцiї x ∈ Lp1 × . . .× Lpn, виконується рiвнiсть

R
(Lp1

×...×Lpn)
α (x) = R

(Lp1
×...×Lpn)

α (x ◦ σ).

Припустимо, що iснує таке вiдображення σ0 ∈ Ξ[0;1] та функцiя x =

(x1; . . . ;xn) ∈ Lp1 × . . .× Lpn для яких

R
(Lp1

×...×Lpn)
α (x) ̸= R

(Lp1
×...×Lpn)

α (x ◦ σ0).

Оберемо довiльне дiйсне число ε, яке задовольняє нерiвностi

0 < ε <
1

2

∣∣∣R(Lp1
×...×Lpn)

α (x)−R
(Lp1

×...×Lpn)
α (x ◦ σ0)

∣∣∣.
За теоремою 2.2, полiном R

(Lp1
×...×Lpn)

α визначений. Тодi, з рiвностi (2.12),

функцiя t ∈ [0; 1] 7→ xk11 (t) · . . . ·xknn (t) є iнтегровною за Лебегом. Отже, iснує

вимiрна функцiя u : [0; 1] → C така, що множина всiх її значень u([0; 1])

не бiльш нiж злiченна, та рiвнiсть

|xk11 (t) · . . . · xknn (t)− u(t)| < ε (2.18)



47

виконується майже скрiзь на вiдрiзку [0; 1]. Отже, виконується нерiвнiсть∣∣∣R(Lp1
×...×Lpn)

α (x)−
∫ 1

0

u(t) dt
∣∣∣ < ε (2.19)

З нерiвностi (2.18) випливає, що∣∣xk11 (σ0(t)) · . . . · xknn (σ0(t))− u(σ0(t))
∣∣ < ε

майже скрiзь на вiдрiзку [0; 1]. Отже, маємо нерiвнiсть∣∣∣R(Lp1
×...×Lpn)

α (x ◦ σ0)−
∫ 1

0

u(σ0(t)) dt
∣∣∣ < ε. (2.20)

Доведемо рiвнiсть ∫ 1

0

u(σ0(t)) dt =

∫ 1

0

u(t) dt. (2.21)

Оскiльки u це вимiрна за Лебегом функцiя, така що множина її зна-

чень u([0; 1]) не бiльш нiж злiченна, iснує послiдовнiсть комплексних чисел

{aj}∞j=1 i послiдовнiсть множин з попарно порожнiми перетинами {Ej}∞j=1,

що є вимiрними пiдмножинами вiдрiзка [0; 1] такi, що рiвнiсть

u(t) =
∞∑
j=1

aj1Ej
(t)

виконується для кожного t ∈ [0; 1], де функцiї 1E1
, 1E2

, . . . це iндикатори.

Нехай vr(t) =
∑r

j=1 aj1Ej
(t). Оскiльки послiдовностi {vr}∞r=1 та {vr ◦ σ0}∞r=1

збiгаються поточково до функцiй u та u ◦ σ0 вiдповiдно, з теореми Лебега

про мажоровану збiжнiсть, виконуються рiвностi

lim
r→∞

∫ 1

0

vr(t) dt =

∫ 1

0

u(t) dt та lim
r→∞

∫ 1

0

vr(σ0(t)) dt =

∫ 1

0

u(σ0(t)) dt.

(2.22)

Доведемо, що рiвнiсть ∫ 1

0

vj(σ0(t)) dt =

∫ 1

0

vj(t) dt (2.23)

виконується для кожного j ∈ N. Достатньо довести, що рiвнiсть∫ 1

0

1Ej
(t) dt =

∫ 1

0

1Ej
(σ(t)) dt
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виконується для всiх j ∈ N. Оскiльки функцiя 1Ej
є iндикатором, а σ0 ∈

Ξ[0;1], маємо рiвнiсть∫ 1

0

1Ej
(t) dt = µ(Ej) = µ(σ0(Ej)) =

∫ 1

0

1Ej
(σ0(t)) dt.

Тодi, рiвнiсть (2.23) доведена. Посилаючись на рiвностi (2.22) та (2.23),

отримуємо рiвнiсть (2.21). Тепер, посилаючись на нерiвнiсть (2.19), рiвнiсть

(2.21) та нерiвнiсть (2.20), отримуємо нерiвнiсть∣∣∣R(Lp1
×...×Lpn)

α (x)−R
(Lp1

×...×Lpn)
α (x ◦ σ0)

∣∣∣ < 2ε.

Це вступає в пряме протирiччя з нашим вибором ε. Отже, для кожного

вiдображення σ ∈ Ξ[0;1] та функцiї x ∈ Lp1 × . . .×Lpn, виконується рiвнiсть

R
(Lp1

×...×Lpn)
α (x) = R

(Lp1
×...×Lpn)

α (x ◦ σ).

Таким чином, полiном R
(Lp1

×...×Lpn)
α є симетричним. Теорему доведено.

Теорема 2.4. Для кожного мультиiндексу β = (q1; . . . ; qn) ∈ Zn+ \

{(0; . . . ; 0)} такого, що β /∈ ℵp1;...;pn, де множина ℵp1;...;pn задана рiвнi-

стю (2.11), iснує функцiя x = (x1; . . . ;xn) ∈ Lp1 × . . . × Lpn така, що∫ 1

0 xq11 (t) · . . . · xqnn (t) dt = ∞.

Доведення. З рiвностi (2.10), Sβ =
∑n

i=1
qi
pi

. Оскiльки β /∈ ℵLp1
×...×Lpn

, маємо

нерiвнiсть Sβ > 1. Нехай

xi(t) = t
− 1

pi
+

Sβ−1

n(qi+1) (2.24)

для кожного i ∈ {1; . . . ;n} та t ∈ [0; 1]. Тодi рiвнiсть

|xi(t)|pi = t
−1+

pi(Sβ−1)

n(qi+1)

виконується для кожних t ∈ [0; 1] та i ∈ {1; . . . ;n}. Вiдзначимо, що вико-

нується нерiвнiсть

−1 +
pi(Sβ − 1)

n(qi + 1)
> −1.
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Таким чином, xi ∈ Lpi для кожного i ∈ {1; . . . ;n}. Отже, x = (x1; . . . ;xn) ∈

Lp1 × . . .× Lpn.

З рiвностi (2.24),∫ 1

0

xq11 (t) · . . . · xqnn (t) dt =
∫ 1

0

t
−
∑n

i=1
qi
pi
+
∑n

i=1

qi(Sβ−1)

n(qi+1) dt >

>

∫ 1

0

t
−
∑n

i=1
qi
pi
+
∑n

i=1

(qi+1)(Sβ−1)

n(qi+1) dt =

∫ 1

0

t
−
∑n

i=1
qi
pi
+
∑n

i=1

(Sβ−1)

n dt =

=

∫ 1

0

t−Sβ+Sβ−1 dt =

∫ 1

0

t−1 dt = ∞.

Теорему доведено.

2.2. Алгебраїчний базис алгебри неперервних симетричних

полiномiв на декартовому добутку Lp1 × . . .×Lpn комплексних ба-

нахових просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у вiдповiдних

степенях за Лебегом, у випадку p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn

Мета цього пiдроздiлу — довести, що множина елементарних симе-

тричних полiномiв
{
R

(Lp1
×...×Lpn)

α : α ∈ ℵp1;...;pn
}

визначених за допомогою

рiвностi (2.12), де множина ℵp1;...;pn визначена за допомогою рiвностi (2.11),

є алгебраїчним базисом алгебри неперервних симетричних полiномiв на де-

картовому добутку Lp1 × . . .× Lpn комплексних банахових просторiв фун-

кцiй абсолютно iнтегровних у вiдповiдних степенях за Лебегом у випадку

p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn.

В даному пiдроздiлi будемо вважати, що в нас впорядкований набiр

чисел

p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn ≥ 1. (2.25)

Нехай

L = Lp1 × Lp2 × . . .× Lpn. (2.26)

Для всiх q1, q2 таких, що 1 ≤ q1 ≤ q2 ≤ ∞ загальновiдомо, що

Lq2 ⊂ Lq1 та ∥x∥Lq1
≤ ∥x∥Lq2

для кожного x ∈ Lq2. (2.27)
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Отже,

Ln∞ ⊂ Lnp1 ⊂ L (2.28)

та

∥x∥Ln
p1
≥ ∥x∥L (2.29)

для кожного x ∈ Lnp1.

Лема 2.4. Звуження на простiр Lnp1 будь-якого m-однорiдного неперерв-

ного симетричного полiнома P : L→ C також є m-однорiдним неперерв-

ним симетричним полiномом.

Доведення. Легко зрозумiти, що це звуження є m-однорiдним симетри-

чним полiномом. Доведемо його неперервнiсть. Розглянемо довiльну по-

слiдовнiсть {xj}∞j=1 ⊂ Lnp1, яка збiгається до x ∈ Lnp1. З твердження (2.28),

всi xj ∈ L та x ∈ L. Доведемо, що послiдовнiсть {xj}∞j=1 збiгається до x в

просторi L. Припустимо, що послiдовнiсть {xj}∞j=1 не збiгається до x в про-

сторi L. Тодi iснує δ > 0 таке, що ∥x− xj∥L > δ для нескiнченної кiлькостi

рiзних j. З нерiвностi (2.29), ∥x − xj∥Ln
p1

≥ ∥x − xj∥L > δ. Отже, послi-

довнiсть {xj}∞j=1 не збiгається до x в просторi Lnp1. Це суперечить нашому

припущенню. Отже, послiдовнiсть {xj}∞j=1 збiгається до x в просторi L.

Отже, згадуючи про неперервнiсть полiнома P , послiдовнiсть {P (xj)}∞j=1

збiгається до P (x). Отже, звуження полiнома P на Lnp1 є неперервним. Лему

доведено.

Для m ∈ N побудуємо

ℵ(m)
L =

{
α : α ∈ Zn+ \ {(0; . . . ; 0)}, 1 ≤ |α| ≤ min(m, ⌊p1⌋)

}
. (2.30)

Лема 2.5. Звуження симетричного неперервного m-однорiдного полiнома

P : L → C на простiр Lnp1 може бути однозначно подане як алгебраїчна

комбiнацiя елементiв множини

{
R

(Ln
p1
)

α : α ∈ ℵ(m)
L

}
, (2.31)
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де полiном R
(Ln

p1
)

α заданий рiвнiстю (2.12), а множина ℵ(m)
L задана рiвнi-

стю (2.30).

Доведення. Нехай P1 це звуження полiнома P на Lnp1. З леми 2.4, полiном

P1 це m-однорiдний симетричний неперервний полiном. Згiдно з теоремою

2.1, полiном P1 може бути єдиним чином поданий у виглядi алгебраїчної

комбiнацiї елементiв множини{
R

(Ln
p1
)

α : α ∈ Zn+ таких, що 1 ≤ |α| ≤ min(m, ⌊p1⌋)
}
.

Враховуючи означення (2.30), ця множина збiгається з множиною (2.31).

Лему доведено.

Вiдзначимо, що множина ℵ(m)
L є скiнченною. Для кожного α =

(k1; . . . ; kn) ∈ ℵ(m)
L та i ∈ {1; . . . ;n}, виконується нерiвнiсть

m ≥ ki. (2.32)

Введемо порядок на множинi ℵ(m)
L . Для мультиiндексiв β =

(kβ;1; . . . ; kβ;n) та α = (kα;1; . . . ; kα;n) ∈ ℵ(m)
L будемо казати, що

β > α (2.33)

якщо одна з умов нижче виконується:

1. Sβ > Sα, де Sβ та Sα заданi рiвнiстю (2.10).

2. Sβ = Sα, а також iснує таке t ∈ {1; . . . ;n}, що для кожного l ∈

{1; . . . ; t − 1}, виконується рiвнiсть kβ;l = kα;l, а також виконується

нерiвнiсть kβ;t < kα,t, тобто β стоїть перед α в лексикографiчному

порядку.

Наведемо приклад нерiвностi мiж мультиiндексами.

Приклад 2.1. Нехай m = 7, n = 2, p1 = 6, p2 = 4, α = (3; 2), β =

(6; 0); γ = (5; 0). З рiвностi (2.30), α, β, γ ∈ ℵ(7)
L6×L4

. Вiдзначимо, що Sα =

1;Sβ = 1;Sγ =
5
6. З умови 2, α > β. З умови 1, β > γ.
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Лема 2.6. Вiдношення (2.33) задає строгий лiнiйний порядок на множинi

ℵ(m)
L .

Доведення. Нехай α = (kα;1; . . . ; kα;n), β = (kβ;1; . . . ; kβ;n), γ =

(kγ;1; . . . ; kγ;n) ∈ ℵ(m)
L .

Доведемо iррефлексивнiсть вiдношення (2.33). Припустимо, що α >

α. Тодi одна з умов — перша чи друга повинна виконуватися. Якщо викону-

ється перша умова, тодi Sα > Sα, що вiдразу неможливо. Якщо виконується

друга умова, то повинно iснувати таке число t ∈ {1; . . . ;n}, що kα;t < kα;t,

що теж вiдразу неможливо. Тодi наше початкове припущення неможливо.

Отже, вiдношення iррефлективне.

Доведемо асиметричнiсть вiдношення (2.33). Припустимо, що β > α

та α > β. Тодi для обох нерiвностей повинна виконуватися або перша, або

друга умова. Тодi Sβ ≥ Sα та Sα ≥ Sβ. Отже, Sα = Sβ. Таким чином, для

обох нерiвностей повинна виконуватися друга умова. Отже, оскiльки β >

α, повинно iснувати таке t ∈ {1; . . . ;n}, що для кожного l ∈ {1; . . . ; t− 1},

kβ;l = kα;l та kβ;t < kα;t. Таким чином, не iснує таких t1 ∈ {1; . . . ;n},

що для кожного l1 ∈ {1; . . . ; t1 − 1}, kβ;l1 = kα;l1 та kβ;t1 > kα,t1. Отже,

для нерiвностi α > β друга умова не виконується. Таким чином, наше

початкове припущення неможливо. Отже, вiдношення асиметричне.

Доведемо транзитивнiсть вiдношення (2.33). Нехай для трiйки муль-

тиiндексiв виконуються умови α > β i β > γ. Тодi Sα ≥ Sβ ≥ Sγ. Можливi

два варiанти: Sα > Sγ та Sα = Sβ = Sγ. Розглянемо варiант Sα > Sγ.

Тодi α > γ за першою умовою. Розглянемо варiант Sα = Sβ = Sγ. Тодi

iснує таке t1 ∈ {1; . . . ;n}, що для кожного l1 ∈ {1; . . . ; t1 − 1}, kα;l1 = kβ;l1

та kα;t1 < kβ,t1. Крiм того, iснує таке t2 ∈ {1; . . . ;n}, що для кожного

l2 ∈ {1; . . . ; t2 − 1}, kβ;l2 = kγ;l2 та kβ;t2 < kγ,t2. Нехай t = min(t1; t2). То-

дi для кожного l ∈ {1; . . . ; t − 1}, виконується рiвнiсть kγ;l = kβ;l = kα;l

та нерiвнiсть kγ;t > kα,t. Отже, друга умова виконується, а тодi, α > γ.
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Транзитивнiсть вiдношення доведена.

Доведемо, що можна порiвняти будь-якi два елементи. Припустимо,

що мультиiндекси α, β такi, що α ̸= β. Покажемо, що або α > β або β > α.

Можливi три варiанти: Sα > Sβ, Sα < Sβ та Sα = Sβ. В першому випадку

α > β за першою умовою. В другому випадку α < β за першою умовою.

Розглянемо випадок Sα = Sβ. Оскiльки α ̸= β, iснує таке j ∈ {1; . . . ;n},

що kα;j ̸= kβ;j. Нехай

t = min{j ∈ {1; . . . ;n} : kα;j ̸= kβ;j}.

Тодi для кожного l ∈ {1; . . . ; t−1}, kβ;l = kα;l та kβ;t ̸= kα;t. Якщо kβ;t > kα;t,

то α > β за другою умовою. Якщо kβ;t < kα;t, то α < β за другою умовою.

Таким чином, цi елементи можна порiвняти.

Таким чином, це вiдношення задає строгий лiнiйний порядок.

Нехай q це кiлькiсть елементiв в множинi ℵ(m)
L , тобто

q = |ℵ(m)
L |. (2.34)

Пронумеруємо всi елементи множини ℵ(m)
L в порядку спадання ви-

користовуючи вiдношення (2.33), яке за лемою 2.6 задає строгий лiнiйний

порядок:

α1 > α2 > . . . > αq. (2.35)

З означення (2.33),

Sαk
≤ Sαl

для кожних k, l ∈ {1; . . . ; q} таких, що k ≥ l. (2.36)

Лема 2.7. Найменший елемент αq в множинi ℵ(m)
L це (1; 0; . . . ; 0).

Доведення. Покажемо, що кожний елемент β = (kβ;1; . . . ; kβ;n) ∈ ℵ(m)
L та-

кий, що β ̸= (1; 0; . . . ; 0), бiльший за (1; 0; . . . ; 0). Можливi два випадки:

1. Iснує таке j ∈ {2; . . . ;n}, що kβ;j ̸= 0.

2. Для кожного j ∈ {2; . . . ;n}, kβ;j = 0.
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Розглянемо спочатку другий варiант. З рiвностi (2.10),

Sβ =
kβ;1
p1

, (2.37)

оскiльки kβ;j = 0 для кожного j ∈ {2; . . . ;n}, тобто β = (kβ;1; 0; . . . ; 0).

Покажемо, що kβ;1 > 1. З означення (2.30) зрозумiло, що β ̸= (0; . . . ; 0).

Отже, kβ;1 ̸= 0. За припущенням, β ̸= (1; 0; . . . ; 0). Таким чином, kβ;1 ̸= 1.

Отже, kβ;1 > 1. Таким чином, з рiвностi (2.37), Sβ > 1
p1

. З рiвностi (2.10),

S(1;...;0) =
1
p1

. Отже, Sβ > S(1;...;0). Таким чином, β > (1; 0; . . . ; 0) за першою

умовою.

Розглянемо перший випадок. Оскiльки iснує таке j ∈ {2; . . . ;n}, що

kβ;j ̸= 0, то
kβ;j
pj

≥ 1

pj
.

З рiвностi (2.10),

Sβ ≥ kβ;j
pj

та
1

p1
= S(1;0;...;0).

З означення (2.25),
1

pj
≥ 1

p1
.

Таким чином можна виписати

Sβ ≥ kβ;j
pj

≥ 1

pj
≥ 1

p1
= S(1;0;...;0).

Тодi цей випадок можна роздiлити на два випадки:

1.1. Sβ > S(1;0;...;0).

1.2. Sβ = S(1;0;...;0).

Розглянемо випадок 1.1. Тодi β > (1; 0; . . . ; 0) за умовою 1. Розглянемо

випадок 1.2. В цьому випадку виконуються рiвностi

Sβ =
kβ;j
pj

=
1

pj
=

1

p1
= S(1;0;...;0),
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отже, з рiвностей Sβ =
kβ;j
pj

та (2.10), випливає, що kβ;1 = 0. Таким чи-

ном, kβ,1 менше за перший iндекс мультиiндекса (1, 0, . . . , 0). Тодi β >

(1; 0; . . . ; 0) за другою умовою.

Тодi β > (1; 0; . . . ; 0) в кожному з можливих варiантiв.

Визначимо вiдображення η : Lnp1 → Cq рiвнiстю

η(x) =
(
R

(Ln
p1
)

α1 (x); . . . ;R
(Ln

p1
)

αq (x)
)

(2.38)

для кожного x ∈ Lnp1, де q, αj та R
(Ln

p1
)

αj заданi означеннями (2.34), (2.35) та

(2.12) вiдповiдно.

Лема 2.8. Нехай P : L → C це m-однорiдний симетричний неперервний

полiном. Нехай P1 це звуження полiнома P на простiр Lnp1. Тодi iснує

полiном Q : Cq → C такий, що Q(η(x)) = P1(x) для кожного x ∈ Lnp1, де

вiдображення η задане рiвнiстю (2.38).

Доведення. Згiдно з лемою 2.5, беручи до уваги порядок (2.35), полiном

P1 це алгебраїчна комбiнацiя деяких полiномiв R
(Ln

p1
)

α1 ; . . . ;R
(Ln

p1
)

αq . Тодi, за

означенням алгебраїчної комбiнацiї, iснує такий полiном Q : Cq → C, що

Q
(
R

(Ln
p1
)

α1 (x); . . . ;R
(Ln

p1
)

αq (x)
)
= P1(x)

для кожного x ∈ Lnp1. Отже, згадуючи означення (2.38), Q(η(x)) = P1(x)

для кожного x ∈ Lnp1.

Наша мета — довести, що Q(η(x)) не залежить вiд декiлькох перших

змiнних, для яких вiдповiднi суми Sα бiльшi за 1. Доведемо це твердження

в два кроки.

Лема 2.9. Нехай m ∈ N. Нехай r ∈ Z+ таке, що r < q, де q задане

рiвнiстю (2.34). Нехай

αj = (kαj ;1; . . . ; kαj ;n) ∈ ℵ(m)
L , j ∈ {r + 1; . . . ; q}, (2.39)
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визначено за допомогою порядку (2.35). Нехай Sαr+1
> 1, де Sα визначено

за допомогою рiвностi (2.10). Тодi iснує таке C1 > 0, що для кожного

C2 > 0 iснує (u1;u2; ...;un) ∈ Lnp1 таке, що наступнi умови виконуються:

1. ui(t) = 0 для кожного t ∈ [12 ; 1] та i ∈ {1; 2; . . . ;n};

2. ∥ui∥Lpi
< C1 для кожного i ∈ {1; 2; . . . ;n};

3.
∣∣∣R(Ln

p1
)

αj ((u1; . . . ;un))
∣∣∣ < C1 для кожного j ∈ {r + 2; r + 3; . . . ; q};

4.
∣∣∣R(Ln

p1
)

αr+1 ((u1; . . . ;un))
∣∣∣ > C2.

Доведення. Нехай

l = min(j ∈ {1; . . . ; q − r − 1} : Sαr+1
> Sαr+j+1

).

Таке l iснує, оскiльки Sαq
= 1

p1
< 1 за лемою 2.7 та рiвнiстю (2.10), тодi як

Sαr+1
> 1 за умовами нашої леми. Отже,

Sαr+1
= Sαr+j

, j ∈ {1; . . . ; l}, (2.40)

та

Sαr+1
> Sαr+l+1

.

З рiвностi (2.10), Sαr+l+1
> 0. Тодi, за лемою 2.1, iснує таке λ, 0 < λ < 1, що

λSαr+1
> 1 > λSαr+l+1

. (2.41)

Нехай

xi(t) =

 t
− λ

pi
+δi, для t ̸= 0,

0, для t = 0
(2.42)

для кожних i ∈ {1; 2; . . . ;n}, δi > 0 та t ∈ [0; 1]. Покажемо, що xi ∈ Lpi.

Вiдзначимо, що

∥xi∥Lpi
=

(∫ 1

0

(
t
− λ

pi
+δi

)pi
dt

) 1
pi

=

(∫ 1

0

t−λ+δipi dt

) 1
pi

<∞,

оскiльки −λ+ δipi > −1. Таким чином,

xi ∈ Lpi. (2.43)
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Вiдзначимо, що рiвнiсть

x
kαj ;1
1 (t) · . . . · x

kαj ;n
n (t) = t−

λkαj ;1

p1
+δ1kαj ;1 · . . . · t−

λkαj ;n

pn
+δnkαj ;n =

= t−λSαj
+
∑n

i=1 δikαj ;i,
(2.44)

де мультиiндекс (kαj ;1; . . . ; kαj ;n) визначений за допомогою позначення

(2.39), виконується для кожних j ∈ {1; . . . ; q} та t ∈ (0; 1].

Нехай f ∈ N таке, що

r + l + 1 ≤ r + f ≤ q.

Покажемо, що для довiльного набору δ1 > 0, . . . , δn > 0,∫ 1

0

x
kαr+f ;1

1 (t) · . . . · x
kαr+f ;n

n (t) dt <∞, (2.45)

де (kαr+f ;1; . . . ; kαr+f ;n) = αr+f . З рiвностi (2.44),∫ 1

0

x
kαr+f ;1

1 (t) · . . . · x
kαr+f ;n

n (t) dt =

∫ 1

0

t−λSαr+f
+
∑n

i=1 δikαr+f ;i dt. (2.46)

Iз нерiвностi (2.36), Sαr+f
≤ Sαr+l+1

оскiльки r+ l+1 ≤ r+ f . Таким чином,

згадуючи, що λ > 0, виконується нерiвнiсть

−λSαr+f
≥ −λSαr+l+1

.

Отже,

−λSαr+f
+

n∑
i=1

δikαr+f ;i ≥ −λSαr+l+1
+

n∑
i=1

δikαr+f ;i. (2.47)

З нерiвностi (2.41), λSαr+l+1
< 1. Отже,

−λSαr+l+1
> −1.

Для кожного i ∈ {1; . . . ;n} виконуються нерiвностi δi > 0 та kαr+f ;i ≥ 0,

таким чином,
n∑
i=1

δikαr+f ;i ≥ 0.
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З останнiх двох нерiвностей випливає нерiвнiсть

−λSαr+l+1
+

n∑
i=1

δikαr+f ;i > −1. (2.48)

З нерiвностей (2.47) та (2.48), випливає, що

−λSαr+f
+

n∑
i=1

δikαr+f ;i > −1.

Отже, iнтеграл (2.46) скiнченний.

Покажемо, що iснує такий набiр δ1 > 0, . . . , δn > 0, що наступнi n

умов задовольняються:

1)
n∑
i=1

δikαr+1;i = λSαr+1
− 1;

2) δ1 > m

n∑
i=2

δi;

3) δ2 > m
n∑
i=3

δi;

. . .

n) δn−1 > mδn.

(2.49)

Вiзьмемо довiльне число ϕn > 0. Припустимо, ми вже визначили всi числа

ϕj для j ∈ {s+ 1; . . . ;n} для деякого s ∈ {1; . . . ;n− 1}. Оберемо ϕs таким

чином, що

ϕs > m
n∑

i=s+1

ϕi. (2.50)

Так можна побудувати набiр ϕj, де j ∈ {s; . . . ;n}. Тобто, ми можемо побу-

дувати набiр ϕ1; . . . ;ϕn такий, що для кожного s ∈ {1; . . . ;n−1} нерiвнiсть

(2.50) виконується. Нехай

δi = γϕi

для кожного i ∈ {1; . . . ;n}, де

γ =
λSαr+1

− 1∑n
i=1 ϕikαr+1;i

.
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Тодi виконуються рiвностi
n∑
i=1

δikαr+1;i = γ
n∑
i=1

ϕikαr+1;i = λSαr+1
− 1,

тобто перша умова з перелiку (2.49) задовольняється. З нерiвностi (2.50),

умова номер j з перелiку (2.49) для кожного j ∈ {2; . . . ;n} задовольняє-

ться, бо

δj−1 = γϕj−1 > γm
n∑
i=j

ϕi = m
n∑
i=j

γϕi = m
n∑
i=j

δi.

Зафiксуємо набiр δ1 > 0, . . . , δn > 0 який задовольняє перелiку умов

(2.49). З рiвностi (2.44) та першої умови з перелiку (2.49) випливає рiвнiсть

x
kαr+1;1

1 (t) · . . . · xkαr+1;n

n (t) = t−1, (2.51)

для кожного t ∈ (0; 1].

Нехай f ∈ N таке, що виконується нерiвнiсть

r + 1 < r + f < r + l + 1. (2.52)

Покажемо, що виконується нерiвнiсть∫ 1

0

x
kαr+f ;1

1 (t) · . . . · x
kαr+f ;n

n (t) dt <∞, (2.53)

де (kαr+f ;1; . . . ; kαr+f ;n) = αr+f . З рiвностей (2.44) та (2.40),∫ 1

0

x
kαr+f ;1

1 (t) · . . . · x
kαr+f ;n

n (t) dt =

∫ 1

0

t−λSαr+f
+
∑n

i=1 δikαr+f ;i dt =

=

∫ 1

0

t−λSαr+1
+
∑n

i=1 δikαr+f ;i dt.

Отже, достатньо довести, що

−λSαr+1
+

n∑
i=1

δikαr+f ;i > −1.

Згiдно з першою умовою з перелiку (2.49), остання нерiвнiсть рiвносильна

нерiвностi
n∑
i=1

δikαr+1;i <
n∑
i=1

δikαr+f ;i. (2.54)
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Доведемо нерiвнiсть (2.54). Спочатку доведемо допомiжне твердження.

Покажемо, що iснує таке j ∈ {1; . . . ;n−1}, що виконується нерiвнiсть

kαr+1;j < kαr+f ;j (2.55)

та рiвностi

kαr+1;j1 = kαr+f ;j1 (2.56)

виконуються для всiх j1 ∈ N таких, що j1 < j. За впорядкуванням (2.35),

αr+1 > αr+f оскiльки r+1 < r+ f . З рiвностi (2.40), Sαr+1
= Sαr+f

оскiльки

r + f < r + l + 1. Отже, за другою умовою вiдношення (2.33), iснує таке

j ∈ {1; . . . ;n}, що

kαr+1;j < kαr+f ;j

та

kαr+1;j1 = kαr+f ;j1

для кожного j1 ∈ N такого, що j1 < j. Покажемо, що j < n. Припустимо,

що j = n. Тодi kαr+1;i = kαr+f ;i, для кожного i ∈ {1; . . . ;n − 1} та kαr+1;n ̸=

kαr+f ;n. Тодi з рiвностi (2.10), Sαr+1
̸= Sαr+f

, що суперечить рiвностi (2.40).

Таким чином, j ∈ {1; . . . ;n−1}. Таким чином, нерiвнiсть (2.55) та рiвностi

(2.56) виконуються.

З рiвностей (2.56), нерiвнiсть (2.54) рiвносильна нерiвностi
n∑
i=j

δikαr+1;i <
n∑
i=j

δikαr+f ;i,

що, в свою чергу, рiвносильна нерiвностi
n∑

i=j+1

δikαr+1;i <
n∑
i=j

δikαr+f ;i − δjkαr+1;j. (2.57)

Оскiльки δi > 0 та kαr+f ;i
≥ 0 для кожного i ∈ {j+1; . . . ;n}, то виконується

нерiвнiсть
∑n

i=j+1 δikαr+f ;i ≥ 0. Отже,

n∑
i=j

δikαr+f ;i = δjkαr+f ;j +
n∑

i=j+1

δikαr+f ;i ≥ δjkαr+f ;j.
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Тодi
n∑
i=j

δikαr+f ;i − δjkαr+1;j ≥ δjkαr+f ;j − δjkαr+1;j = (kαr+f ;j − kαr+1;j)δj. (2.58)

З нерiвностi (2.55), kαr+f ;j − kαr+1;j > 0. Тодi, оскiльки kαr+f ;j − kαr+1;j нату-

ральне число, маємо нерiвнiсть kαr+f ;j − kαr+1;j ≥ 1. Тодi

(kαr+f ;j − kαr+1;j)δj ≥ δj. (2.59)

З умови номер j + 1 з перелiку (2.49) та нерiвностi (2.32), для кожного

i ∈ {1; . . . ;n} виконуються нерiвностi

δj > m
n∑

i=j+1

δi =
n∑

i=j+1

δim ≥
n∑

i=j+1

δikαr+1;i. (2.60)

З нерiвностей (2.58), (2.59) та (2.60) випливає нерiвнiсть (2.57), що, в свою

чергу, еквiвалентна нерiвностi (2.54). Тож, нерiвнiсть (2.54) доведена. От-

же, нерiвнiсть (2.53) виконується.

З нерiвностей (2.45) та (2.53) випливає, що∫ 1

0

x
kαr+f ;1

1 (t) · . . . · x
kαr+f ;n

n (t) dt <∞ (2.61)

для кожного f ∈ N такого, що r + 1 < r + f ≤ q.

Нехай

C1 = 1 +max
(

max
j∈{1;...;n}

∥xj∥Lpj
, max
f∈{2;...;q−r}

∣∣∣∫ 1

0

x
kαr+f ;1

1 (t) · . . . · x
kαr+f ;n

n (t) dt
∣∣∣).

(2.62)

З твердження (2.43) та нерiвностi (2.61), таке C1 iснує.

Нехай

ui(t) =

 xi(t), для t ∈ [ξ; 12),

0, для t ∈ [0; ξ) ∪ [12 ; 1],
(2.63)

де i ∈ {1; . . . ;n}, 0 < ξ < 1
2 та t ∈ [0; 1]. Вiдзначимо, що виконується

нерiвнiсть

∥uj∥Lj
≤ ∥xj∥Lj

(2.64)
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для кожного j ∈ {1; . . . ;n}. Покажемо, що uj ∈ Lp1 для кожних ξ ∈ (0; 12)

та j ∈ {1; . . . ;n}. З рiвностей (2.42) та (2.63) отримаємо∫ 1

0

|uj(t)|p1 dt =
∫ 1

2

ξ

(xj(t))
p1 dt =

∫ 1
2

ξ

t
−λp1

pj
+p1δj dt <∞

для кожних ξ ∈ (0; 12) та j ∈ {1; . . . ;n}. Отже, uj ∈ Lp1.

Набiр u1; . . . ;un задовольняє першiй умовi леми для кожного ξ ∈

(0; 12) за його побудовою. Перевiримо другу умову леми. З рiвностi (2.62)

та нерiвностi (2.64),

C1 > ∥xj∥Lpj
≥ ∥uj∥Lpj

.

Отже, C1 та u1; . . . ;un задовольняють другiй умовi леми для кожного ξ ∈

(0; 12).

З рiвностей (2.12) та (2.63) випливають рiвностi

R
(Ln

p1
)

αj ((u1; . . . ;un)) =

∫ 1

0

u
kαj ;1
1 (t) · . . . · u

kαj ;n
n (t) dt =

=

∫ 1
2

ξ

x
kαj ;1
1 (t) · . . . · x

kαj ;n
n (t) dt

(2.65)

для кожного j ∈ {1; . . . ; q}.

Перевiримо третю умову нашої леми. З рiвностей (2.62) та (2.65),

випливає, що

C1 >
∣∣∣∫ 1

0

x
kαr+f ;1

1 (t) · . . . · x
kαr+f ;n

n (t) dt
∣∣∣ ≥

≥
∣∣∣∫ 1

2

ξ

x
kαr+f ;1

1 (t) · . . . · x
kαr+f ;n

n (t) dt
∣∣∣ =

=
∣∣R(Ln

p1
)

αr+f ((u1; . . . ;un))
∣∣.

для кожного f ∈ N такого, що r+1 < r+f ≤ q. Отже, C1 та набiр u1; . . . ;un

задовольняють умовi 3 нашої леми для кожного ξ ∈ (0; 12).

Перевiримо четверту умову нашої леми. Нехай C2 > 0. З рiвностей

(2.65) та (2.51),

R
(Ln

p1
)

αr+1 ((u1; . . . ;un)) =

∫ 1
2

ξ

t−1 dt. (2.66)
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Зафiксуємо таке ξ ∈ (0; 12), що виконується нерiвнiсть∫ 1
2

ξ

t−1 dt > C2. (2.67)

Тодi, з рiвностi (2.66) та нерiвностi (2.67), набiр u1; . . . ;un задовольняє че-

твертiй умовi леми, тобто R
(Ln

p1
)

αr+1 ((u1; . . . ;un)) > C2. Тодi таке C1 та набiр

u1; . . . ;un задовольняють всiм умовам леми. Лему доведено.

Теорема 2.5. Нехай простiр L заданий означенням (2.26). Нехай P :

L → C симетричний неперервний m-однорiдний полiном. Нехай P1 це

звуження полiнома P на простiр Lnp1. Нехай Q : Cq → C полiном заданий

лемою 2.8, де q задане рiвнiстю (2.34). Припустимо, що iснує таке r ∈

{0; . . . ; q − 1}, що наступнi умови виконуються:

1. iснує таке h ∈ {r + 1; r + 2; . . . ; q}, що Sαh
> 1, де мультиiндекс αh

заданий впорядкуванням (2.35) та Sαh
задане рiвнiстю (2.10);

2. якщо r > 0, то полiном Q не залежить вiд перших r змiнних.

Тодi полiном Q не залежить вiд своєї (r + 1)-шої змiнної.

Доведення. Нехай N це рiзниця мiж кiлькiстю елементiв множини ℵ(m)
L та

r:

N = q − r.

Вiдзначимо, що Sαq
= 1

p1
< 1 за лемою 2.7 та рiвнiстю (2.10) в той час як

Sαh
> 1 з першої умови нашої теореми. Тому h ̸= q. Отже, оскiльки обидва

числа h, q належать множинi {r+1; . . . ; r+N}, то в цiй множинi мiститься

принаймнi два елементи, тобто N ≥ 2.

Нехай τ : Cr+N → CN це проекцiя, задана рiвнiстю

τ((a1; . . . ; ar+N)) = (ar+1; . . . ; ar+N)

для (a1; . . . ; ar+N) ∈ Cr+N . Введемо Qτ : CN → C за допомогою рiвностi

Qτ((ar+1; . . . ; ar+N)) = Q((0; ...; 0; ar+1; . . . ; ar+N)).
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З другої умови нашої теореми, полiном Q не залежить вiд своїх перших r

змiнних, отже,

Q(a) = Qτ(τ(a)) (2.68)

для кожного a ∈ Cr+N .

Доведемо, що полiном Qτ не залежить вiд своєї першої змiнної. Бу-

демо доводити це за допомогою леми 1.2, де замiсть m пiдставимо N .

Нехай χ : CN → CN−1 це проекцiя задана рiвнiстю

χ((a1; a2; . . . ; aN)) = (a2; . . . ; aN).

Нехай C > 1. Нехай

M = 2KnC, (2.69)

де Kn можна отримати з леми 2.3. Визначимо декiлька допомiжних мно-

жин. Нехай

A1 = {u = (u1; . . . ;un) ∈ Lnp1 : ∥ui∥Lpi
< M для кожного i ∈ {1; . . . ;n}}.

(2.70)

Нехай

A2 =
{
u ∈ Lnp1 :

∣∣R(Ln
p1
)

αr+j (u)
∣∣ < C для кожного j ∈ {2; . . . ;N}

}
. (2.71)

Нехай

G =
{(
R

(Ln
p1
)

αr+1 (u); . . . ;R
(Ln

p1
)

αr+N (u)
)
: u ∈ A1 ∩ A2

}
. (2.72)

Вiдзначимо, що G ⊂ CN . Перевiримо всi умови леми 1.2 для множини G,

полiнома Qτ та проекцiї χ.

По-перше, χ(G) не порожня множина, оскiльки G не порожня мно-

жина (наприклад, (0; . . . ; 0) ∈ G).

Доведемо, що полiном Qτ(G) обмежений. З означення (2.70), множи-

на A1 обмежена в просторi L. Отже, множина A1∩A2 обмежена в просторi

L. Таким чином, полiном P обмежений на множинi A1 ∩ A2, оскiльки є
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неперервним на просторi L, тобто

sup
u∈A1∩A2

|P (u)| <∞.

Таким чином, оскiльки A1, A2 ⊂ Lnp1,

sup
u∈A1∩A2

|P1(u)| = sup
u∈A1∩A2

|P (u)| <∞, (2.73)

де полiном P1 це звуження полiнома P на простiр Lnp1. З другої умови нашої

теореми, полiном Q не залежить вiд перших r змiнних. Тодi, з рiвностi

(2.68), випливає рiвнiсть

Q
((
R

(Ln
p1
)

α1 (u); . . . ;R
(Ln

p1
)

αr+N (u)
))

= Q
((

0; . . . ; 0;R
(Ln

p1
)

αr+1 (u); . . . ;R
(Ln

p1
)

αr+N (u)
))

=

= Qτ

((
R

(Ln
p1
)

αr+1 (u); . . . ;R
(Ln

p1
)

αr+N (u)
))

(2.74)

для кожного u ∈ Lnp1. З означення полiнома Q, отриманого з леми 2.8, та

рiвностi (2.74),

P1(u) = Qτ

((
R

(Ln
p1
)

αr+1 (u); . . . ;R
(Ln

p1
)

αr+N (u)
))

для кожного u ∈ Lnp1. Отже, з означення (2.72),

sup
u∈A1∩A2

|P1(u)| = sup
g∈G

|Qτ(g)|. (2.75)

З рiвностi (2.75) та нерiвностi (2.73), отримуємо, що полiном Qτ обмежений

на множинi G.

Доведемо, що множина χ−1(U) необмежена для будь-якої вiдкритої

множини U ⊂ χ(G). Достатньо довести це для довiльної вiдкритої кулi U ,

побудованої з урахуванням метрики на CN−1,

ρ(x; y) = ∥x− y∥∞, (2.76)

заданої нормою ∥(a2; . . . ; aN)∥∞ = maxj∈{2;...;N} |aj|. Нехай U ⊂ χ(G) до-

вiльна вiдкрита куля побудована з урахуванням метрики (2.76). Нехай
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ε > 0 це радiус кулi U . Оскiльки U ⊂ χ(G), з визначення (2.72) випли-

ває iснування

v ∈ A1 ∩ A2 (2.77)

такого, що
(
R

(Ln
p1
)

αr+2 (v); . . . ;R
(Ln

p1
)

αr+N (v)
)

є центром кулi U . Оскiльки v ∈ A1∩A2,

з означення (2.71) отримуємо ∣∣∣R(Ln
p1
)

αr+j (v)
∣∣∣ < C (2.78)

для кожного j ∈ {2; . . . ;N}. Нехай cU : Zn+ \ {(0; . . . ; 0)} → C буде задане

рiвнiстю

cU(k) =

R
(Ln

p1
)

αr+j (v), якщо k = αr+j, j ∈ {2; . . . ;N},

0, якщо k ̸= αr+j, j ∈ {2; . . . ;N}
(2.79)

для кожного k ∈ Zn+ \ {(0; . . . ; 0)}. З нерiвностi (2.78) та рiвностi (2.79),

|cU(k)| < C

для кожного k ∈ {αr+2; . . . ;αr+N}. Тодi, з рiвностi (2.79), беручи до уваги

нерiвнiсть C > 1, отримуємо

sup
k∈Zn

+\{(0;...;0)}
|cU(k)|

1
|k| = max

k∈{αr+2;...;αr+N}
|cU(k)|

1
|k| < C. (2.80)

Тодi, за лемою 2.3, iснує такий

y = (y1; . . . ; yn) ∈ Ln∞, (2.81)

що ∫ 1

0

yk11 (t)yk22 (t) · . . . · yknn (t) dt = cU(k) (2.82)

для кожного k ∈ Zn+ \ {(0; . . . ; 0)} та

∥y∥Ln
∞ ≤ 2Kn sup

k∈Zn
+\{(0;...;0)}

|cU(k)|
1
|k| , (2.83)

де

yi(t) = 0 для кожного i ∈ {1; . . . ;n} та t ∈
[
0;

1

2

)
. (2.84)
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З нерiвностей (2.83), (2.80) та рiвностi (2.69),

∥y∥Ln
∞ < M. (2.85)

З першої умови нашої теореми отримуємо, що Sαr+j
> 1 для деякого

j ∈ {1; . . . ;N}. Тодi Sαr+1
> 1, оскiльки з нерiвностi (2.36) випливає, що

Sαr+1
≥ Sαr+j

. Тодi, за лемою 2.9, iснує таке C1 > 0, що для будь-якого

C2 > 0 iснує x(C2) = (x
(C2)
1 ; . . . ;x

(C2)
n ) ∈ Lnp1 таке, що наступнi умови задо-

вольняються:

(а) x(C2)
i (t) = 0 для кожного t ∈ [12 ; 1] та i ∈ {1; . . . ;n};

(б) ∥x(C2)
i ∥Lpi

< C1 для кожного i ∈ {1; . . . ;n};

(в)
∣∣∣R(Ln

p1
)

αj

(
x(C2)

)∣∣∣ < C1 для кожного j ∈ {r + 2; . . . ; q};

(г)
∣∣∣R(Ln

p1
)

αr+1

(
x(C2)

)∣∣∣ > C2.

Для деякого C2 > 0 позначимо

z(C2;β) = y + βx(C2), (2.86)

де функцiя y визначена за допомогою (2.81), а β > 0 це параметр. Ми

будемо уточнювати параметри C2 та β пiзнiше. Оскiльки x(C2) ∈ Lnp1 та

y ∈ Ln∞, отримуємо, що z(C2;β) ∈ Lnp1. З властивостi (a) функцiї x(C2) та

рiвностi (2.84),

z
(C2;β)
i (t) =

 βx
(C2)
i (t), якщо t ∈ [0; 12),

yi(t), якщо t ∈ [12 ; 1]
(2.87)

для кожного i ∈ {1; . . . ;n}. Тодi рiвнiсть

R
(Ln

p1
)

αr+j

(
z(C2;β)

)
= R

(Ln
p1
)

αr+j (y) +R
(Ln

p1
)

αr+j

(
βx(C2)

)
(2.88)

виконується для кожного j ∈ {1; . . . ;N}. Вiдзначимо, що

R
(Ln

p1
)

αr+j

(
βx(C2)

)
= β|αr+j |R

(Ln
p1
)

αr+j

(
x(C2)

)
(2.89)
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для кожного j ∈ {1; . . . ;N}, оскiльки R
(Ln

p1
)

αr+j це |αr+j|-однорiдний полiном.

З рiвностей (2.88) та (2.89), отримаємо рiвнiсть

R
(Ln

p1
)

αr+j

(
z(C2;β)

)
= R

(Ln
p1
)

αr+j (y) + β|αr+j |R
(Ln

p1
)

αr+j

(
x(C2)

)
(2.90)

для кожного j ∈ {1; . . . ;N}.

Доведемо, що z(C2;β) ∈ A1 для кожного β > 0, що задовольняє умовi

β < min
i∈{1;...;n}

M − ∥yi∥Lpi

C1
(2.91)

незалежно вiд значення параметра C2. Вiдзначимо, що з нерiвностей (2.85)

та (2.27) цей мiнiмум є додатним. З рiвностi (2.86) та властивостi (б) фун-

кцiї x(C2) отримуємо

∥z(C2;β)
i ∥Lpi

= ∥βx(C2)
i + yi∥Lpi

≤ β∥x(C2)
i ∥Lpi + ∥yi∥Lpi

< βC1+ ∥yi∥Lpi
(2.92)

для кожного i ∈ {1; . . . ;n}. Для кожного β > 0, що задовольняє умовi

(2.91), та кожного i ∈ {1; . . . ;n} виконується нерiвнiсть

βC1 < M − ∥yi∥Lpi

i, вiдповiдно, посилаючись на нерiвнiсть (2.92),

∥z(C2;β)
i ∥Lpi < M

для кожного i ∈ {1; . . . ;n}, тобто, за означенням (2.70), z(C2;β) ∈ A1. Отже,

z(C2;β) ∈ A1 для кожного β > 0, що задовольняє умовi (2.91).

Покажемо, що z(C2;β) ∈ A2 для кожного β > 0, що задовольняє умовi

β < min
j∈{2;...;N}

(
C −

∣∣R(Ln
p1
)

αr+j (v)
∣∣

C1

) 1
|αr+j |

(2.93)

незалежно вiд значення параметра C2, де v заданий визначенням (2.77).

Вiдзначимо, що додатнiсть мiнiмуму випливає з означення (2.71), оскiльки
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v ∈ A1∩A2. З рiвностей (2.90), (2.82), (2.79) та властивостi (в) функцiї x(C2)

отримуємо∣∣R(Ln
p1
)

αr+j

(
z(C2;β)

)∣∣ = ∣∣R(Ln
p1
)

αr+j (y) + β|αr+j |R
(Ln

p1
)

αr+j

(
x(C2)

)∣∣ =
=

∣∣cU(αr+j) + β|αr+j |R
(Ln

p1
)

αr+j

(
x(C2)

)∣∣ =
=

∣∣R(Ln
p1
)

αr+j (v) + β|αr+j |R
(Ln

p1
)

αr+j

(
x(C2)

)∣∣ ≤
≤

∣∣R(Ln
p1
)

αr+j (v)
∣∣+ β|αr+j |

∣∣R(Ln
p1
)

αr+j

(
x(C2)

)∣∣ ≤
≤

∣∣R(Ln
p1
)

αr+j (v)
∣∣+ β|αr+j |C1

(2.94)

для кожного j ∈ {2; . . . ;N}. Тодi для кожного β > 0, що задовольняє умовi

(2.93) та кожного j ∈ {2; . . . ;N} маємо нерiвнiсть

β|αr+j |C1 < C −
∣∣R(Ln

p1
)

αr+j (v)
∣∣.

Тодi, з нерiвностi (2.94), ∣∣R(Ln
p1
)

αr+j (z
(C2;β))

∣∣ < C

для кожного j ∈ {2; . . . ;N}, тобто, за означенням (2.71), z(C2;β) ∈ A2. Отже,

z(C2;β) ∈ A2 для кожного β > 0, що задовольняє умовi (2.93).

Таким чином, достатньо вибрати β > 0, що задовольняє умовам (2.91)

та (2.93) для того, щоб функцiя z(C2;β) була елементом множини A1 ∩ A2

незалежно вiд параметра C2.

Зафiксуємо β > 0, що задовольняє умовi

β < min
j∈{2;...;N}

( ε

C1

) 1
|αr+j | , (2.95)

а також, умовам (2.91) та (2.93). Вiдзначимо, що жодна з цих умов не

залежить вiд параметра C2. Покажемо, що(
R

(Ln
p1
)

αr+1

(
z(C2;β)

)
; . . . ;R

(Ln
p1
)

αr+N

(
z(C2;β)

))
∈ χ−1(U), (2.96)

тобто проекцiя точки
(
R

(Ln
p1
)

αr+1

(
z(C2;β)

)
; . . . ;R

(Ln
p1
)

αr+N

(
z(C2;β)

))
потрапляє в кулю

U . Згадаємо, що
(
R

(Ln
p1
)

αr+2 (v); . . . ;R
(Ln

p1
)

αr+N (v)
)

є центром кулi U , а ε є її радiу-

сом. Оскiльки β задовольняє умовам (2.91) та (2.93), то z(C2;β) ∈ A1 ∩ A2.
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Тодi, з означення (2.72),(
R

(Ln
p1
)

αr+1

(
z(C2;β)

)
; . . . ;R

(Ln
p1
)

αr+N

(
z(C2;β)

))
∈ G.

Отже, (
R

(Ln
p1
)

αr+2

(
z(C2;β)

)
; . . . ;R

(Ln
p1
)

αr+N

(
z(C2;β)

))
∈ χ(G).

Iз рiвностей (2.76), (2.90), (2.82), (2.79), властивостi (в) функцiї x(C2) та

умови (2.95),

ρ
((
R

(Ln
p1
)

αr+2

(
z(C2;β)

)
; . . . ;R

(Ln
p1
)

αr+N

(
z(C2;β)

))
;
(
R

(Ln
p1
)

αr+2 (v); . . . ;R
(Ln

p1
)

αr+N (v)
))

=

= max
j∈{2;...;N}

∣∣β|αr+j |R
(Ln

p1
)

αr+j

(
x(C2)

)
+R

(Ln
p1
)

αr+j (y)−R
(Ln

p1
)

αr+j (v)
∣∣ =

= max
j∈{2;...;N}

∣∣β|αr+j |R
(Ln

p1
)

αr+j

(
x(C2)

)
+ cU(αr+j)−R

(Ln
p1
)

αr+j (v)
∣∣ =

= max
j∈{2;...;N}

∣∣β|αr+j |R
(Ln

p1
)

αr+j

(
x(C2)

)
+R

(Ln
p1
)

αr+j (v)−R
(Ln

p1
)

αr+j (v)
∣∣ =

= max
j∈{2;...;N}

∣∣β|αr+j |R
(Ln

p1
)

αr+j

(
x(C2)

)∣∣ <
<

∣∣β|αr+j |C1

∣∣ < ε.

(2.97)

Тодi вiдстань мiж центром кулi U та елементом(
R

(Ln
p1
)

αr+2

(
z(C2;β)

)
; . . . ;R

(Ln
p1
)

αr+N

(
z(C2;β)

))
менша, нiж ε. Отже,(

R
(Ln

p1
)

αr+2

(
z(C2;β)

)
; . . . ;R

(Ln
p1
)

αr+N

(
z(C2;β)

))
∈ U.

Таким чином, умова (2.96) виконується.

Покажемо, що множина χ−1(U) необмежена. Достатньо довести, що

множина{(
R

(Ln
p1
)

αr+1

(
z(C2;β)

)
; . . . ;R

(Ln
p1
)

αr+N

(
z(C2;β)

))
: C2 ∈ (0;+∞)

}
(2.98)

необмежена, оскiльки, з умови (2.96), ця множина є пiдмножиною множини

χ−1(U). З рiвностей (2.90), (2.82), (2.79) та властивостi (г) функцiї x(C2),∣∣R(Ln
p1
)

αr+1

(
z(C2;β)

)∣∣ =∣∣R(Ln
p1
)

αr+1 (y) + β|αr+1|R
(Ln

p1
)

αr+1

(
x(C2)

)∣∣ =
=
∣∣cU(αr+1) + β|αr+1|R

(Ln
p1
)

αr+1

(
x(C2)

)∣∣ =
=
∣∣β|αr+1|R

(Ln
p1
)

αr+1

(
x(C2)

)∣∣ > β|αr+1|C2
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для кожного C2 ∈ (0;+∞). Таким чином,
∣∣R(Ln

p1
)

αr+1

(
z(C2;β)

)∣∣ можна зробити

бiльшим за будь-яке наперед задане число, обравши для цього достатньо

велике C2, тобто множина (2.98) необмежена. Тодi множина χ−1(U) нео-

бмежена.

Ми перевiрили всi умови леми 1.2 для множини G, полiнома Qτ та

проекцiї χ. Отже, за лемою 1.2, полiном Qτ не залежить вiд своєї першої

змiнної. Тодi, з рiвностi (2.68), полiном Q не залежить вiд (r+1)-шої змiн-

ної. Твердження доведено.

Теорема 2.6. Нехай простiр L заданий означенням (2.26). Нехай P :

L → C це симетричний неперервний m-однорiдний полiном. Нехай P1 це

звуження полiнома P на простiр Lnp1. Нехай

J = {j : j ∈ {1; . . . ; q} таке, що Sαj
≤ 1}, (2.99)

де мультиiндекс αj заданий впорядкуванням (2.35) та Sαj
задане рiвнi-

стю (2.10). Тодi полiном P1 є алгебраїчною комбiнацiєю елементiв мно-

жини {
R

(Ln
p1
)

αj : j ∈ J
}
. (2.100)

Крiм того, множина J збiгається з множиною

{j∗; . . . ; q}, (2.101)

де

j∗ = min{j ∈ {1; . . . ; q} : Sαj
≤ 1}. (2.102)

Доведення. Нехай Q : Cq → C це полiном, що отримується з леми 2.8. Тодi

P1(x) = Q(η(x)), (2.103)

де вiдображення η задається рiвнiстю (2.38) та x ∈ Lnp1. Отже, P1 це алге-

браїчна комбiнацiя елементiв множини{
R

(Ln
p1
)

αj : j ∈ {1; . . . ; q}
}
. (2.104)
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Розглянемо два випадки.

Перший випадок: не iснує такого j ∈ {1; . . . ; q}, що Sαj
> 1. Тодi

множина (2.100) збiгається з множиною (2.104). Отже, полiном P1 є алге-

браїчною комбiнацiєю елементiв множини (2.100). Вiдзначимо, що в цьому

випадку j∗ = 1. Тодi, множина (2.99) збiгається з множиною (2.101).

Другий випадок: iснує таке j ∈ {1; . . . ; q}, що Sαj
> 1. Нехай

j∗ = max
{
j ∈ {1; . . . ; q} : Sαj

> 1
}
. (2.105)

Покажемо, що полiном Q не залежить вiд своєї m-тої змiнної для кожного

m ∈ {1; . . . ; j∗}. Припустимо, що це не так. Нехай m1 ∈ {1; . . . ; j∗} це най-

менше число таке, що полiном Q залежить вiд своєї m1-шої змiнної. Тодi,

полiном Q не залежить вiд своїх перших m1 − 1 змiнних. Тодi виконується

друга умова теореми 2.5 для r = m1−1 та h = j∗. Вiдзначимо, що з означе-

ння (2.105) випливає виконання першої умови теореми 2.5 для r = m1 − 1

та h = j∗. Тодi, за теоремою 2.5, полiном Q не залежить вiд своєї m1-шої

змiнної. Це суперечить нашому припущенню. Тодi полiном Q не залежить

вiд своєї m-тої змiнної для кожного m ∈ {1; . . . ; j∗}.

З рiвностi (2.103), полiном P1 це алгебраїчна комбiнацiя елементiв

множини (2.104). Як доведено вище, полiном Q не залежить вiд своїх пер-

ших j∗ змiнних. Тодi полiном P1 це алгебраїчна комбiнацiя елементiв мно-

жини {
R

(Ln
p1
)

αj : j ∈ {j∗ + 1; . . . ; q}
}
. (2.106)

З означення (2.105), Sαj
≤ 1 для кожного j ∈ {j∗ + 1; . . . ; q}. От-

же, множина (2.106) це пiдмножина множини (2.100). З означення (2.105),

Sαj∗ > 1. Тодi з нерiвностi (2.36) для кожного j0 ∈ {1; . . . ; q} такого, що

Sαj0
≤ 1 випливає, що j0 > j∗. Таким чином, множина (2.100) є пiдмно-

жиною множини (2.106). Тобто, множина (2.100) збiгається з множиною

(2.106). Отже, полiном P1 є алгебраїчною комбiнацiєю елементiв множини
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(2.100). З означень (2.105), (2.102) та нерiвностi (2.36), j∗ + 1 = j∗. Отже,

множина (2.99) збiгається з множиною (2.101). Теорему доведено.

Тодi можемо отримати головнi результати цього пiдроздiлу:

Теорема 2.7. Нехай простiр L заданий рiвнiстю (2.26). Кожний непе-

рервний симетричний m-однорiдний полiном P : L → C є алгебраїчною

комбiнацiєю елементiв множини{
R(L)
αj

: αj ∈ ℵ(m)
L такi, що Sαj

≤ 1
}
, (2.107)

де Sα задане рiвнiстю (2.10), ℵ(m)
L задане означенням (2.30), а порядок на

множинi ℵ(m)
L заданий впорядкуванням (2.35).

Доведення. Нехай P1 це звуження полiнома P на простiр Lnp1. За теоремою

2.6, полiном P1 є алгебраїчною комбiнацiєю елементiв множини (2.100).

За теоремою 2.6, кiлькiсть елементiв в множинi (2.100) дорiвнює кiлькостi

елементiв в множинi (2.101), що, в свою чергу, дорiвнює q − j∗ + 1. Отже,

iснує такий полiном H : Cq−j∗+1 → C, що

P1(x) = H
((
R

(Ln
p1
)

αj∗ (x); . . . ;R
(Ln

p1
)

αq (x)
))

(2.108)

для кожного x ∈ Lnp1. Нехай полiном G : L→ C заданий рiвнiстю

G = P −HPGp1;...;pn
(L)

(
R(L)
αj∗

; . . . ;R(L)
αq

)
, (2.109)

де полiномHPGp1;...;pn
(L) для полiномаH заданий рiвнiстю (1.7). За теоремою

2.2, всi елементи множини (2.107) неперервнi на просторi L. Таким чином,

оскiльки H це полiном, то полiном

HPGp1;...;pn
(L)

(
R(L)
αj∗

; . . . ;R(L)
αq

)
є неперервним на просторi L. Тодi, з рiвностi (2.109), беручи до уваги, що

полiном P неперервний на просторi L за умовою теореми, отримуємо, що
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полiном G неперервний на просторi L. З рiвностей (2.109) та (2.108), для

кожного x ∈ Lnp1 виконуються рiвностi

G(x) = P (x)−H
(
R(L)
αj∗

(x); . . . ;R(L)
αq

(x)
)
=

= P1(x)−H
(
R

(Ln
p1
)

αj∗ (x); . . . ;R
(Ln

p1
)

αq (x)
)
= 0.

(2.110)

З твердження (2.27), L∞ ⊂ Lp1 та Lp1 ⊂ Lpi для кожного i ∈ {1; . . . ;n}.

Таким чином, Ln∞ ⊂ Lnp1 ⊂ L. Тодi за лемою 2.2, пiдпростiр Lnp1 щiльний

в просторi L. Тодi рiвнiсть (2.110) стверджує, що неперервний полiном G

дорiвнює нулю на щiльному пiдпросторi Lnp1 простору L. Отже, полiном G

дорiвнює нулю у всiх точках простору L. Отже, з рiвностi (2.109),

P (x) = H
(
R(L)
αj∗

(x); . . . ;R(L)
αq

(x)
)

для кожного x ∈ L. Множини (2.101) та (2.99) збiгаються за теоремою

2.6, тому полiном P це алгебраїчна комбiнацiя елементiв множини (2.107).

Теорему доведено.

Лема 2.10. Нехай P = P0 + P1 + . . . + PN це симетричний неперервний

комплекснозначний полiном на просторi L заданому рiвнiстю (2.26), де

P0 ∈ C, а Pj це j-однорiдний полiном для кожного j ∈ {1; . . . ;N}. Тодi

полiном Pj є симетричним i неперервним, для кожного j ∈ {0; . . . ;N}.

Доведення. Твердження леми вiдразу випливає з iнтегральної формули

Кошi (див. [39, Наслiдок 7.3, с. 47]) оскiльки P0 + . . . + PN це ряд Тей-

лора полiнома P в нулi.

Доведемо головний результат цього пiдроздiлу.

Теорема 2.8. Нехай простiр L заданий рiвнiстю (2.26), тобто

L = Lp1 × . . .× Lpn, pi ∈ [1;∞), p1 ≥ . . . ≥ pn.

Множина полiномiв

{R(L)
α : α ∈ ℵp1;...;pn}, (2.111)
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де полiноми R(L)
α заданi рiвнiстю (2.12) та множина ℵp1;...;pn задана рiвнi-

стю (2.11) є алгебраїчним базисом алгебри всiх симетричних неперервних

комплекснозначних полiномiв на просторi L.

Доведення. По-перше, доведемо, що (2.111) це множина твiрних елементiв

згаданої алгебри. Нехай P : L→ C це довiльний симетричний неперервний

комплекснозначний полiном. З рiвностi (1.3),

P = P0 + P1 + . . .+ PN ,

де N ∈ N, P0 ∈ C та Pj це j-однорiдний полiном для кожного j ∈

{1; . . . ;N}. Оскiльки полiном P симетричний i неперервний, за лемою 2.10,

полiноми Pj теж симетричнi i неперервнi для кожного j ∈ {1; . . . ;N}. За

теоремою 2.7, для m = j, полiном Pj це алгебраїчна комбiнацiя елемен-

тiв множини (2.107) для кожного j ∈ {1; . . . ;N}. За означеннями (2.11) та

(2.30), множина (2.107) для m = j є пiдмножиною множини (2.111). Отже,

полiном Pj це алгебраїчна комбiнацiя елементiв множини (2.111) для ко-

жного j ∈ {1; . . . ;N}. Таким чином, полiном P це алгебраїчна комбiнацiя

елементiв множини (2.111).

По-друге, доведемо, що множина (2.111) є алгебраїчно незалежною.

Припустимо, що множина (2.111) алгебраїчно залежна. Тодi iснує пiд-

множина {R(L)
β1

; . . . ;R
(L)
βr

} множини (2.111) i такий нетривiальний полiном

Q : Cr → C, що

Q
(
R

(L)
β1

(x); . . . ;R
(L)
βr

(x)
)
= 0 (2.112)

для кожного x ∈ L. Покажемо, що такий полiном Q не може бути нетри-

вiальним.

Нехай (z1; . . . ; zr) це довiльний елемент простору Cr. Визначимо вiд-

ображення c : Zn+ \ {(0; . . . ; 0)} → C рiвнiстю

c(k) =

zi, для k = βi де i ∈ {1; . . . ; r},

0, в iнших випадках
(2.113)
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для кожного k ∈ Zn+ \ {(0; . . . ; 0)}. Вiдзначимо, що

sup
k∈Zn

+\{(0;...;0)}
|c(k)|

1
|k| <∞.

Тодi за лемою 1.3, пригадуючи твердження (2.28), iснує таке xc =

(x1; . . . ;xn) ∈ Ln∞, що

R
(L)
k (xc) = c(k) (2.114)

для кожного k ∈ Zn+\{(0; . . . ; 0)}. Отже, з рiвностi (2.113) випливає рiвнiсть

R
(L)
βi

(xc) = zi (2.115)

для кожного i ∈ {1; . . . ; r}. Пiдставляючи функцiю xc в рiвнiсть (2.112) i

користуючись рiвностями (2.115) отримуємо рiвнiсть

Q(z1; . . . ; zr) = 0.

Отже, Q(z1; . . . ; zr) = 0 для довiльного (z1; . . . ; zr) ∈ Cr. Таким чином, по-

лiном Q тривiальний. Це суперечить припущенню. Отже, множина (2.111)

алгебраїчно незалежна.

Таким чином, множина (2.111) є алгебраїчним базисом алгебри всiх

симетричних неперервних комплекснозначних полiномiв на просторi L. Те-

орему доведено.

2.3. Алгебраїчний базис алгебри неперервних симетричних

полiномiв на декартовому добутку Lp1 × . . .×Lpn комплексних ба-

нахових просторiв функцiй абсолютно iнтегровних у вiдповiдних

степенях за Лебегом для довiльних p1, p2, . . . , pn ≥ 1

Мета цього пiдроздiлу — це доведення результату аналогiчного го-

ловному результату минулого пiдроздiлу — теоремi 2.8 — знявши умову

(2.25). Тобто, доведення того факту, що алгебраїчний базис алгебри непе-

рервних симетричних полiномiв на декартовому добутку Lp1 × . . . × Lpn
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комплексних банахових просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у вiд-

повiдних степенях за Лебегом, для довiльних p1, p2, . . . , pn ≥ 1 це мно-

жина
{
R

(Lp1
×...×Lpn)

α : α ∈ ℵp1;...;pn
}
, де полiноми R

(Lp1
×...×Lpn)

α визначенi за

допомогою рiвностi (2.12), де множина ℵp1;...;pn визначена за допомогою

рiвностi (2.11). Будемо доводити цей результат, встановивши iзоморфiзм

мiж алгеброю неперервних симетричних полiномiв на декартовому добутку

Lp1 × Lp2 × . . . × Lpn для p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn ≥ 1 та алгеброю неперервних

симетричних полiномiв на декартовому добутку Lp′1 × Lp′2 × . . . × Lp′n для

довiльних p′1, p′2, . . . , p′n ≥ 1.

Нехай p1; p2; ...; pn ∈ [1; +∞). Нехай

L′ = Lp1 × Lp2 × . . .× Lpn та L(τ) = Lpτ(1) × Lpτ(2) × . . .× Lpτ(n), (2.116)

де τ : {1; . . . ;n} → {1; . . . ;n} це деяка довiльна перестановка.

Визначимо вiдображення ι : L′ → L(τ) рiвнiстю

ι((x1; . . . ;xn)) = (xτ(1); . . . ;xτ(n)), (2.117)

де (x1; . . . ;xn) ∈ L′.

Лема 2.11. Вiдображення ι, задане рiвнiстю (2.117), це коректно визна-

чений iзометричний iзоморфiзм.

Доведення. Покажемо, що вiдображення ι коректно визначене, тобто.

ι(x) ∈ L(τ) для кожного x = (x1; x2; . . . ;xn) ∈ L′. З рiвностi (2.117),

ι(x) = (xτ(1); . . . ;xτ(n)). Для кожного j ∈ {1; . . . ;n}, отримуємо xτ(j) ∈

Lpτ(j), оскiльки x ∈ L′. Тодi ι(x) ∈ L(τ).

Покажемо, що вiдображення ι зберiгає норму. Нехай x =

(x1; x2; . . . ;xn) ∈ L′. Вiдзначимо, що

∥ι(x)∥L(τ) = max
j∈{1;...;n}

∥xτ(j)∥Lpτ(j)
= max

j∈{1;...;n}
∥xj∥Lpj

= ∥x∥L′.

Лiнiйнiсть вiдображення ι легко перевiряється.
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Покажемо, що вiдображення ι це бiєкцiя. Вiдображення ι є лiнiйною

iзометрiєю. Тому вiдображення ι iн’єктивне. Покажемо, що вiдображення

ι сюр’єктивне. Нехай y = (y1; y2; . . . ; yn) ∈ L(τ). Побудуємо такий x ∈ L′,

що ι(x) = y. Нехай x = (yτ−1(1); . . . ; yτ−1(n)). Покажемо, що x ∈ L′, тобто,

yτ−1(i) ∈ Lpi для кожного i ∈ {1; . . . ;n}. Вiдзначимо, що для кожного i ∈

{1; . . . ;n} виконується yτ−1(i) ∈ Lpτ(τ−1(i))
= Lpi, оскiльки y ∈ L(τ). Отже,

x ∈ L′. З рiвностi (2.117),

ι(x) = (yτ(τ−1(1)); . . . ; yτ(τ−1(n))) = (y1; . . . ; yn) = y.

Тодi вiдображення ι сюр’єктивне. Отже, вiдображення ι є бiєкцiєю. Лему

доведено.

Визначимо вiдображення ϕ : ℵp1;...;pn → ℵpτ(1);...;pτ(n) рiвнiстю

ϕ((k1; . . . ; kn)) = (kτ(1); . . . ; kτ(n)), (2.118)

де множини ℵp1;...;pn та ℵpτ(1);...;pτ(n) заданi означенням (2.11).

Лема 2.12. Вiдображення ϕ, задане рiвнiстю (2.118), це коректно визна-

чена бiєкцiя.

Доведення. Вiдзначимо, що

S
(L(τ))
ϕ(α) =

n∑
i=1

kτ(i)
pτ(i)

=
n∑
i=1

ki
pi

= S(L′)
α (2.119)

для кожного α = (k1; . . . ; kn) ∈ ℵp1;...;pn, де S(L′)
α та S(L(τ))

ϕ(α) заданi рiвнiстю

(2.10).

Оскiльки α ∈ ℵp1;...;pn, з означення (2.11) вiдомо, що 0 < S
(L′)
α ≤ 1.

Отже, з рiвностi (2.119), 0 < S
(L(τ))
ϕ(α) ≤ 1. Тодi, за означенням (2.11), ϕ(α) ∈

ℵpτ(1);...;pτ(n).

Покажемо, що вiдображення ϕ це бiєкцiя. Нехай α = (k1; . . . ; kn) та

β = (q1; . . . ; qn) ∈ ℵp1;...;pn довiльнi елементи, такi що α ̸= β. Тодi iснує
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таке j ∈ {1; . . . ;n}, що kj ̸= qj. Таким чином, kτ(τ−1(j)) ̸= qτ(τ−1(j)) i, вiд-

повiдно, мультиiндекси ϕ(α) and ϕ(β) мають рiзнi значення в компонентах

з iндексом τ−1(j). Отже, ϕ(α) ̸= ϕ(β). Оскiльки α та β це довiльнi рiзнi

мультиiндекси, то вiдображення ϕ це iн’єкцiя. Покажемо, що вiдображен-

ня ϕ це сюр’єкцiя. Нехай β = (q1; . . . ; qn) ∈ ℵpτ(1);...;pτ(n). Побудуємо такий

мультиiндекс α ∈ ℵp1;...;pn, що ϕ(α) = β. Нехай α = (qτ−1(1); . . . ; qτ−1(n)).

Покажемо, що α ∈ Al. Вiдзначимо, що

S(L′)
α =

n∑
i=1

qτ−1(i)

pi
=

n∑
i=1

qτ−1(i)

pτ(τ−1(i))
=

n∑
i=1

qi
pτ(i)

= S
(L(τ))
β . (2.120)

Оскiльки β ∈ ℵpτ(1);...;pτ(n), за означенням (2.11), ми знаємо, що 0 < S
(L(τ))
β ≤

1. Тодi, з рiвностi (2.120) отримуємо нерiвнiсть 0 < S
(L′)
α ≤ 1. Таким чином,

за означенням (2.11) отримуємо, що α ∈ ℵp1;...;pn. З рiвностi (2.118),

ϕ(α) = (qτ(τ−1(1)); . . . ; qτ(τ−1(n))) = (q1; . . . ; qn) = β.

Таким чином, вiдображення ϕ це сюр’єкцiя. Отже, вiдображення ϕ це бiє-

кцiя. Лему доведено.

Теорема 2.9. Нехай τ : {1; . . . ;n} → {1; . . . ;n} це перестановка. Нехай

простори L′ та L(τ) заданi означенням (2.116), вiдображення ι задане

рiвнiстю (2.117), а множини Gp1;...;pn та Gpτ(1);...;pτ(n) заданi означенням

(1.16). Тодi

a) вiдображення I : f ∈ Hb,Gpτ(1);...;pτ(n)
(L(τ)) 7→ f ◦ ι ∈ Hb,Gp1;...;pn

(L′) це

iзоморфiзм, тобто, I це неперервна лiнiйна мультиплiкативна бiєкцiя;

b) звуження I на PGpτ(1);...;pτ(n)
(L(τ)) це iзоморфiзм мiж алгебрами

PGpτ(1);...;pτ(n)
(L(τ)) та PGp1;...;pn

(L′);

c) якщо в алгебрi PGpτ(1);...;pτ(n)
(L(τ)) iснує деякий алгебраїчний базис

B, то I(B) це алгебраїчний базис в алгебрi PGp1;...;pn
(L′).

Доведення. Пiдставимо в теорему 1.3 простори L′, L(τ), множини

Gp1;...;pn, Gpτ(1);...;pτ(n), та вiдображення ι замiсть X,Y , G1, G2, ιX,Y . Перевi-

римо першу умову теореми 1.3, яка в нашому випадку набуває наступну
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форму: для кожного x ∈ L′ та g1 ∈ Gp1;...;pn, iснує таке g2 ∈ Gpτ(1);...;pτ(n),

що ι(g1(x)) = g2(ι(x)). Нехай g1 ∈ Gp1;...;pn. Задамо g2 : L(τ) → L(τ) за

допомогою рiвностi

g2(y) = ι(g1(ι
−1(y)), (2.121)

де y ∈ L(τ). Тодi для кожного x ∈ L′ маємо рiвнiсть

g2(ι(x)) = ι(g1(ι
−1(ι(x)))) = ι(g1(x)).

Покажемо, що g2 ∈ Gpτ(1);...;pτ(n). Для кожного y ∈ L(τ), з рiвностi

(2.117) випливає, що ι−1(y) ∈ L′. Тодi, за означенням вiдображення g1,

g1(ι
−1(y)) ∈ L′. Отже, для кожного y ∈ L(τ), з рiвностi (2.117) випливає,

що ι(g1(ι−1(y))) ∈ L(τ), тобто g2(y) ∈ L(τ). Отже, g2 дiє з простору L(τ) до

простору L(τ). Оскiльки g1 ∈ Gp1;...;pn, за означеннями (1.15) та (1.16), iснує

бiєкцiя σ ∈ Ξ[0;1] така, що для кожного x = (x1; . . . ;xn) ∈ L′ виконується

рiвнiсть

g1(x) = (x1 ◦ σ; . . . ;xn ◦ σ).

Тодi для кожного y = (y1; . . . ; yn) ∈ L(τ) виконується рiвнiсть

g1(ι
−1(y)) = (yτ−1(1) ◦ σ; . . . ; yτ−1(n) ◦ σ).

Тодi з рiвностi (2.121) випливає наступний ланцюжок рiвностей:

g2(y) = ι(g1(ι
−1(y))) =

= ι((yτ−1(1) ◦ σ; . . . ; yτ−1(n) ◦ σ)) =

= (yτ(τ−1(1)) ◦ σ; . . . ; yτ(τ−1(n)) ◦ σ) =

= (y1 ◦ σ; . . . ; yn ◦ σ)

для кожного y ∈ L(τ). Таким чином, ми подали вiдображення g2 у формi

(1.15). Тобто, за означенням (1.16) маємо, що g2 ∈ Gpτ(1);...;pτ(n).

Перевiримо другу умову теореми 1.3, яка в нашому випадку набуває

наступну форму: для кожного y ∈ L(τ) та g2 ∈ Gpτ(1)...;pτ(n) iснує таке g1 ∈
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Gp1;...;pn, що ι−1(g2(y)) = g1(ι
−1(y)). Нехай g2 ∈ Gpτ(1)...;pτ(n). Задамо g1 : L′ →

L′ за допомогою рiвностi

g1(x) = ι−1(g2(ι(x))), (2.122)

де x ∈ L′. Тодi для кожного y ∈ L(τ) маємо рiвнiсть

g1(ι
−1(y)) = ι−1(g2(ι(ι

−1(y)))) = ι−1(g2(y)).

Покажемо, що таке g1 ∈ Gp1;...;pn. Для кожного x ∈ L′, з рiвностi (2.117)

випливає, що ι(x) ∈ L(τ). Тодi за означенням g2 маємо, що g2(ι(x)) ∈ L(τ).

Тодi для кожного x ∈ L′ з рiвностi (2.117) випливає, що ι−1(g2(ι(x))) ∈ L′,

тобто g1(x) ∈ L′. Тодi вiдображення g1 дiє з простору L′ до простору L′.

Оскiльки g2 ∈ Gpτ(1);...;pτ(n), з означень (1.15) та (1.16) випливає, що iснує

така бiєкцiя σ ∈ Ξ[0;1], що g2(y) = (y1 ◦ σ; . . . ; yn ◦ σ) для кожного y =

(y1; . . . ; yn) ∈ L(τ). Тодi для кожного x = (x1; . . . ;xn) ∈ L′ виконується

рiвнiсть

g2(ι(x)) = (xτ(1) ◦ σ; . . . ;xτ(n) ◦ σ).

Тодi з рiвностi (2.122) маємо наступний ланцюжок рiвностей:

g1(x) = ι−1(g2(ι(x))) =

= ι−1((xτ(1) ◦ σ; . . . ;xτ(n) ◦ σ)) =

= (xτ−1(τ(1)) ◦ σ; . . . ;xτ−1(τ(n)) ◦ σ) =

= (x1 ◦ σ; . . . ;xn ◦ σ).

для кожного x ∈ L′. Отже, ми подали g1 в формi (1.15). Таким чином, за

означенням (1.16) маємо, що g1 ∈ Gp1;...;pn.

Таким чином, ми перевiрили обидвi умови. Отже, за теоремою 1.3,

властивостi a), b) та c) нашої теореми виконуються. Теорему доведено.

Лема 2.13. Нехай простори L′ та L(τ) заданi означенням (2.116). Нехай

I це вiдображення, задане властивiстю a) теореми 2.9. Тодi I
(
R

(L(τ))
α

)
=
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R
(L′)
ϕ−1(α) для кожного α ∈ ℵp1;...;pn, де множина ℵp1;...;pn задана означе-

нням (2.11), вiдображення ϕ задане означенням (2.118) та полiноми

R
(L(τ))
α , R

(L′)
ϕ−1(α) заданi рiвнiстю (2.12).

Доведення. Нехай α = (k1; . . . ; kn) ∈ ℵp1;...;pn. Тодi

I
(
R(L(τ))
α

)
(x) = R(L(τ))

α (ι(x)) = R
(L(τ))
(k1;...;kn)

((xτ(1); . . . ;xτ(n))) =

=

∫ 1

0

xk1τ(1)(t) · . . . · x
kn
τ(n)(t) dt = R

(L′)
ϕ−1(α)(x)

для кожного x ∈ L′. Лему доведено.

З доведених результатiв можна зробити фiнальний висновок цього

роздiлу.

Теорема 2.10. Нехай p1; . . . ; pn ∈ [1; +∞). Нехай простiр L′ = Lp1 × . . .×

Lpn. Множина полiномiв
{
R

(L′)
α : α ∈ ℵp1;...;pn

}
, де полiноми R

(L′)
α заданi

рiвнiстю (2.12), а множина ℵp1;...;pn задана означенням (2.11), це алге-

браїчний базис алгебри всiх симетричних неперервних комплекснозначних

полiномiв на L′.

Доведення. Нехай τ : {1; . . . ;n} → {1; . . . ;n} це така перестановка, що

pτ(1) ≥ . . . ≥ pτ(n). Нехай

L(τ) = Lpτ(1) × Lpτ(2) × . . .× Lpτ(n).

Визначимо вiдображення ι та ϕ за означеннями (2.117) та (2.118) вiдповiд-

но, використовуючи перестановку τ .

За теоремою 2.8, алгебра PGpτ(1);...;pτ(n)
(L(τ)) має алгебраїчний базис

B =
{
R(L(τ))
α : α ∈ ℵpτ(1);...;pτ(n)

}
,

де множина ℵpτ(1);...;pτ(n) задається означенням (2.11). Пiдставимо

τ, L′, L(τ), B в теорему 2.9. Тодi, з властивостi c) теореми 2.9 випли-

ває, що множина I(B) це алгебраїчний базис алгебри PGp1;...;pn
(L′). Для
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кожного α ∈ ℵpτ(1);...;pτ(n) рiвнiсть

I(R(L(τ))
α ) = R

(L′)
ϕ−1(α)

випливає з леми 2.13. Отже, I(B) =
{
R

(L′)
ϕ−1(α) : α ∈ ℵpτ(1);...;pτ(n)

}
. Тобто,

ця множина є алгебраїчним базисом в PGp1;...;pn
(L′). З леми 2.12 випливає

рiвнiсть {
R

(L′)
ϕ−1(α) : α ∈ ℵpτ(1);...;pτ(n)

}
=

{
R(L′)
α : α ∈ ℵp1;...;pn

}
.

Таким чином,
{
R

(L′)
α : α ∈ ℵp1;...;pn

}
це алгебраїчний базис алгебри

PGp1;...;pn
(L′). Теорему доведено.

Роздiл 2 присвячено дослiдженню алгебри комплекснозначних непе-

рервних симетричних полiномiв на декартовому добутку Lp1 × . . . × Lpn

комплексних банахових просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у вiд-

повiдних степенях за Лебегом.

В пiдроздiлi 2.1 побудовано множини елементарних симетричних по-

лiномiв
{
R

(Lp1
×...×Lpn)

α : α ∈ ℵp1;...;pn
}

та
{
R

(
L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn

)
α : α ∈ ℵp1;...;pn

}
i

дослiджено властивостi першої з них.

В пiдроздiлi 2.2 доведено, що алгебраїчним базисом алгебри ком-

плекснозначних неперервних симетричних полiномiв на декартовому до-

бутку Lp1 × Lp2 × . . . × Lpn комплексних банахових просторiв функцiй,

абсолютно iнтегровних у вiдповiдних степенях за Лебегом, у випадку

p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn є множина елементарних симетричних полiномiв{
R

(Lp1
×...×Lpn)

α : α ∈ ℵp1;...;pn
}
.

Нарештi, в пiдроздiлi 2.3 вставлений iзоморфiзм мiж алгебрами ком-

плекснозначних неперервних симетричних полiномiв на декартовому до-

бутку Lp1 × Lp2 × . . . × Lpn для p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn ≥ 1 та алгеброю

комплекснозначних неперервних симетричних полiномiв на декартовому

добутку Lp′1 × Lp′2 × . . . × Lp′n для довiльних p′1, p
′
2, . . . , p

′
n ≥ 1. Скори-

ставшися iзоморфнiстю алгебр доведено, що алгебраїчний базис алгебри
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комплекснозначних неперервних симетричних полiномiв на декартовому

добутку Lp1 × Lp2 × . . . × Lpn комплексних банахових просторiв функцiй,

абсолютно iнтегровних у вiдповiдних степенях за Лебегом, для довiльних

p1, p2, . . . , pn ≥ 1 це множина
{
R

(Lp1
×...×Lpn)

α : α ∈ ℵp1;...;pn
}
.

Результати другого роздiлу опублiкованi в статтi [70]. Вони також

доповiдалися на науковiй конференцiї [74] та наукових семiнарах.
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РОЗДIЛ 3. Алгебраїчнi базиси алгебр неперервних полiно-

мiв, заданих на дiйсних банахових просторах

Мета цього роздiлу це знаходження алгебраїчних базисiв пiдалгебр

алгебри неперервних дiйснозначних полiномiв на дiйсному банаховому про-

сторi за допомогою алгебраїчних базисiв пiдалгебр алгебри неперервних

комплекснозначних полiномiв на комплексифiкацiї цього простору та за-

стосування знайдених структурних зв’язкiв для знаходження результату,

аналогiчного до основного результату попереднього роздiлу для алгебри

неперервних симетричних полiномiв на декартовому добутку дiйсних про-

сторiв функцiй iнтегровних за Лебегом. А саме, встановлення дiйсного ана-

логу теореми 2.10.

3.1. Алгебраїчнi базиси алгебр неперервних полiномiв, за-

даних на дiйсних банахових просторах, породженi алгебраїчни-

ми базисами алгебр неперервних полiномiв на комплексифiкацi-

ях цих просторiв

Метою цього пiдроздiлу є побудова алгебраїчного базису пiдалгебри

алгебри дiйснозначних неперервних полiномiв на дiйсному банаховому про-

сторi E, для якої iснує деяка пiдалгебра алгебри комплекснозначних непе-

рервних полiномiв на просторi Ẽ — комплексифiкацiї простору E, яка має

алгебраїчний базис та мiстить комплекснi продовження всiх елементiв по-

чаткової пiдалгебри.

Твердження 3.1. Нехай E це банахiв простiр над полем R. Для кожного

полiнома P : E → R iснує єдиний полiном P̂ : Ẽ → C, де Ẽ це компле-

ксифiкацiя простору E такий, що звуження полiнома P̂ на простiр E

збiгається з полiномом P . Цей полiном можна отримати за допомогою



86

означення 1.3. Полiном P неперервний тодi i тiльки тодi, коли полiном

P̂ неперервний.

Доведення. Нехай iснує якийсь iнший полiном Q : Ẽ → C такий, що зву-

ження полiнома Q на простiр E збiгається з полiномом P . Розглянемо по-

лiном G = Q − P̂ . Оскiльки G це полiном, iснує таке число n ∈ N, що

G = G0+G1+ . . .+Gn, де Gj, j ∈ {0; . . . ;n}, це j-однорiдний полiном. Зву-

ження полiнома G на простiр E це сума звужень полiномiв Gj, де звуження

кожного полiнома Gj є j-однорiдним полiномом. Вiдзначимо, що звуження

полiнома G на простiр E дорiвнює нулю. Тодi, спираючись на лему 1.1, зву-

ження всiх полiномiв Gj дорiвнює нулю. Згiдно з теоремою 1.1, це означає,

що Gj = 0 для кожного j ∈ {0; . . . ;n}. Вiдповiдно, G = 0. Тобто Q = P̂ . Це

суперечить припущенню. Отже, iснує єдиний комплекснозначний полiном

на Ẽ, звуження якого на E дорiвнює P .

Вiдзначимо, що лема 1.1 гарантує, що однорiднi частини неперервних

полiномiв неперервнi, а теорема 1.2 гарантує, що комплекснi продовження

неперервних однорiдних полiномiв неперервнi. Таким чином, кожний непе-

рервний полiном має неперервне комплексне продовження.

Нехай полiном P : E → R такий, що його комплексне продовження P̂

неперервне. Тодi ∥P̂∥ <∞. Вiдповiдно, ∥P∥ <∞. Тодi P — це неперервний

полiном. Таким чином, ми довели, що полiном P неперервний тодi i тiльки

тодi, коли полiном P̂ неперервний.

Лема 3.1. Нехай X це лiнiйний простiр над полем K ∈ {R;C}. Нехай

n ∈ N, а множина полiномiв {P1; . . . ;Pn} ⊂ P(X;K) така, що виконуються

наступнi умови:

1) для кожного j ∈ {1; . . . ;n} iснує число mj ∈ Z+ таке, що полiном

Pj є mj-однорiдним;
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2) для кожного полiнома Q : Kn → K вигляду

Q(z1, . . . , zn) =
∑

k1;...;kn∈Z+

k1m1+...+knmn=l

α(k1;...;kn)z
k1
1 · · · zknn ,

де l це цiле невiд’ємне число, α(k1;...;kn) ∈ K, а рiвнiсть QP(X;K)(P1, . . . , Pn) ≡

0, де полiном QP(X;K) визначений за допомогою рiвностi (1.7), виконується

тiльки тодi, коли Q ≡ 0.

Тодi множина полiномiв {P1, . . . , Pn} є алгебраїчно незалежною.

Доведення. Доведемо алгебраїчну незалежнiсть множини полiномiв

{P1, . . . , Pn}. Припустимо, що iснує такий полiном R : Kn → K, що

RP(X)(P1; . . . ;Pn) ≡ 0. (3.1)

Покажемо, що R ≡ 0. Запишемо полiном R у виглядi

R(z1, . . . , zn) =
J∑
j=0

Rj(z1, . . . , zn), (3.2)

де

Rj(z1, . . . , zn) =
∑

(k1;...;kn)∈Zn
+

k1m1+...+knmn=j

α(k1,...,kn)z
k1
1 · . . . · zknn

для j ∈ {0, . . . , J}. Тодi

RP(X)(P1, . . . , Pn) =
J∑
j=0

Rj,P(X)(P1, . . . , Pn).

Зауважимо, що для кожного j полiном Rj,P(X)(P1, . . . , Pn) є j-однорiдною

компонентою полiнома RP(X)(P1, . . . , Pn). Тому згiдно з рiвнiстю (3.1) та

лемою 1.1, отримаємо рiвнiсть

Rj,P(X)(P1, . . . , Pn) ≡ 0.

Тому, за умовою 2, Rj ≡ 0 для кожного j ∈ {0, . . . , J}. Тодi, з рiвностi (3.2),

R ≡ 0. Отже, множина полiномiв {P1, . . . , Pn} алгебраїчно незалежна.
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.

Лема 3.2. Нехай E це дiйсний банахiв простiр. Нехай P,Q : E → R це

полiноми, а їх комплекснi продовження P̂ , Q̂, P̂Q визначенi за означенням

1.3. Тодi P̂ Q̂ = P̂Q.

Доведення. Звуження обох полiномiв P̂ Q̂ та P̂Q на простiр E збiгаються

з полiномом PQ. З твердження 3.1, кожний дiйснозначний полiном на E,

а тому i полiном PQ, має єдине полiномiальне комплексне продовження.

Таким чином, рiвнiсть P̂ Q̂ = P̂Q виконується.

Теорема 3.1. Нехай E це дiйсний банахiв простiр. Нехай Γ це мно-

жина iндексiв. Кожному γ ∈ Γ поставимо у вiдповiднiсть деякий mγ-

однорiдний неперервний полiном Pγ : E → R, де mγ ∈ Z+. Припустимо,

що множина {P̂γ : γ ∈ Γ}, де P̂γ це комплекснi продовження полiномiв

Pγ, є алгебраїчно незалежною. Тодi множина {Pγ : γ ∈ Γ} є алгебраїчно

незалежною.

Доведення. Нехай Γ1 це довiльна скiнченна пiдмножина множини Γ. По-

значимо n кiлькiсть елементiв множини Γ1. Запишемо цю множину як

Γ1 = {γ1, . . . , γn}. Перевiримо умови леми 3.1 для простору E та множини

{Pγj : j ∈ {1; . . . ;n}}. Перша умова виконується за побудовою полiномiв

Pγj . Покажемо, що друга умова виконується. Нехай полiном Q : Rn → R,

заданий рiвнiстю

Q(z1, . . . , zn) =
∑

k1,...,kn∈Z+

k1m1+...+knmn=l

α(k1,...,kn)z
k1
1 · · · zknn ,

де l ∈ Z+ та α(k1,...,kn) ∈ R, такий, що R ≡ 0, де

R = QP(E;R)(Pγ1, . . . , Pγn)

(див. рiвнiсть (1.7)). Вiдзначимо, що R це неперервний l-однорiдний полi-

ном на просторi E тому, за лемою 3.2 i тим, що сума комплексних продов-
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жень деяких полiномiв дорiвнює комплексному продовженню їхньої суми,

R̂ = QP(Ẽ;C)(P̂γ1, . . . , P̂γn).

Нехай AR це мультилiнiйне симетричне вiдображення асоцiйоване з полi-

номом R та AR̂ це мультилiнiйне симетричне вiдображення асоцiйоване

з полiномом R̂ (див. теорему 1.2). З нерiвностей (1.4) та (1.6) отримуємо

нерiвностi

∥R̂∥ ≤ ∥AR̂∥ ≤ 2l∥AR∥ ≤ (2l)l

l!
∥R∥.

Таким чином, якщо R ≡ 0, з цього випливає, що R̂ ≡ 0. Тодi, оскiль-

ки множина {P̂γ1, . . . , P̂γn} алгебраїчно незалежна, то Q ≡ 0. Таким чи-

ном, друга умова леми 3.1 виконується. Тодi, згiдно з лемою 3.1, множина

{Pγ : γ ∈ Γ1} є алгебраїчно незалежною для кожної скiнченної пiдмно-

жини Γ1 ⊂ Γ. Отже, множина {Pγ : γ ∈ Γ} є алгебраїчно незалежною.

Теорему доведено.

Теорема 3.2. Нехай E це дiйсний банахiв простiр, а Ẽ це комплекси-

фiкацiя простору E. Нехай Â це пiдалгебра алгебри P(Ẽ;C), а A це

пiдалгебра алгебри P(E;R). Нехай Γ це деяка множина iндексiв. Нехай

H = {Rγ : γ ∈ Γ} ⊂ A деяка множина однорiдних (потенцiйно з рiзними

степенями однорiдностi) полiномiв. Припустимо що наступнi двi умови

виконуються:

1. алгебра Â мiстить комплекснi продовження всiх елементiв алгебри

A,

2. множина Ĥ = {R̂γ : γ ∈ Γ}, де полiноми R̂γ це комплекснi продов-

ження полiномiв Rγ, це алгебраїчний базис алгебри Â,

тодi множина H це алгебраїчний базис алгебри A.

Доведення. Достатньо довести, що H це алгебраїчно незалежна система

твiрних елементiв. З теореми 3.1 та алгебраїчної незалежностi множини
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Ĥ, множина H є алгебраїчно незалежною. Покажемо, що множина H є си-

стемою твiрних елементiв. Достатньо довести, що довiльний полiном P ∈ A

є алгебраїчною комбiнацiєю елементiв множини H з дiйсними коефiцiєнта-

ми. Розглянемо довiльний полiном P ∈ A. Оскiльки множина Ĥ це алге-

браїчний базис алгебри Â та P̂ ∈ Â, маємо, що полiном P̂ це алгебраїчна

комбiнацiя деяких елементiв множини Ĥ. Тобто, iснують такi n ∈ N, iнде-

кси γ1, . . . , γn ∈ Γ та полiном Q : Cn → C, що

P̂ (z) = Q(R̂γ1(z), . . . , R̂γn(z)) (3.3)

для кожного z ∈ Ẽ. Оскiльки Q : Cn → C це полiном, iснують такi N ∈ N,

c1, . . . , cN ∈ C та {kp;j} ⊂ Z+, де j ∈ {1; . . . ;N},а p ∈ {1; . . . ;n}, що

P̂ (z) =
N∑
j=1

cjR̂
k1;j
γ1

(z) · . . . · R̂kn;j
γn

(z) (3.4)

для кожного z ∈ Ẽ. Для кожного x ∈ E та полiнома G : E → R такого,

що G ∈ A, виконується рiвнiсть

G(x) = Ĝ(x+ 0 · i). (3.5)

Пiдставимо z = x+0 · i в рiвнiсть (3.4). Тодi з рiвностi (3.5) випливає

рiвнiсть

P (x) =
N∑
j=1

cjR
k1;j
γ1

(x) · . . . ·Rkn;j
γn

(x) (3.6)

для кожного x ∈ E. Тодi, щоб показати, що полiном P це алгебраїчна

комбiнацiя елементiв множини Rγ1, . . . , Rγn, достатньо довести, що cj ∈ R

для кожного j ∈ {1; . . . ;N}. Оскiльки P (x), Rγj(x) ∈ R для кожного x ∈ E,

отримуємо рiвностi P (x) = P (x) та Rγj(x) = Rγj(x) для кожного x ∈ E.

Отже, з рiвностi (3.6),

P (x) =
N∑
j=1

cjR
k1;j
γ1

(x) · . . . ·Rkn;j
γn

(x). (3.7)
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Вiднiмаючи рiвнiсть (3.7) вiд рiвностi (3.6), отримуємо

2i
( N∑
j=1

(Im cj)R
k1;j
γ1

(x) · . . . ·Rkn;j
γn

(x)
)
= 0

для кожного x ∈ E. Оскiльки множина H є алгебраїчно незалежною, з

рiвностi вище випливає, що Im cj = 0 для кожного j ∈ {1; . . . ;N}. От-

же, c1, . . . , cN ∈ R. Таким чином, полiном P це алгебраїчна комбiнацiя

полiномiв Rγ1, . . . , Rγn. Тодi ми довели, що множина H — система твiрних

елементiв алгебри A.

Отже, множина H це алгебраїчний базис алгебри A. Теорему доведе-

но.

З цiєх теореми випливає наступний наслiдок.
Наслiдок 3.1. Нехай E це дiйсний банахiв простiр, а Ẽ це комплекси-

фiкацiя простору E. Нехай S це деяка множина операторiв, що дiють з

E до E та Ŝ це деяка множина операторiв, що дiють з Ẽ до Ẽ. Нехай

Â це алгебра всiх Ŝ-симетричних неперервних комплекснозначних полi-

номiв на просторi Ẽ, а A це алгебра всiх S-симетричних неперервних

дiйснозначних полiномiв на просторi E. Нехай Γ це деякий набiр iндексiв.

Нехай H = {Pγ : γ ∈ Γ} ⊂ A це деякий набiр однорiдних (потенцiйно,

з рiзними степенями однорiдностi) полiномiв. Якщо двi наступнi умови

виконуються:
1. множини S та Ŝ такi, що комплексне продовження кожно-

го S-симетричного неперервного дiйснозначного полiнома це Ŝ-

симетричний неперервний комплекснозначний полiном,

2. множина Ĥ = {P̂γ : γ ∈ Γ}, де полiноми P̂γ це комплекснi продов-

ження полiномiв Pγ, це алгебраїчний базис алгебри Â,
то множина H це алгебраїчний базис алгебри A.

Доведення. Застосуємо теорему 3.2 до простору E, алгебр A та Â i множи-

ни H. Обидвi умови теореми 3.2 безпосередньо випливають з вiдповiдних

умов наслiдку.
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3.2. Алгебраїчний базис алгебри неперервних симетричних

полiномiв на декартовому добутку L
(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn дiйсних бана-

хових просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у вiдповiдних

степенях за Лебегом

В цьому пiдроздiлi буде доведено дiйсний аналог теореми 2.10, тоб-

то встановлено, що алгебраїчний базис алгебри неперервних симетричних

дiйснозначних полiномiв на декартовому добутку L(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn дiйсних

банахових просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у вiдповiдних степе-

нях за Лебегом, це множина
{
R

(
L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn

)
α : α ∈ ℵp1;...;pn

}
, де полiноми

R

(
L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn

)
α визначенi за допомогою рiвностi (2.12), а множина ℵp1;...;pn

визначена за допомогою рiвностi (2.11).

Нехай p1, . . . , pn ∈ [1; +∞).

Лема 3.3. Комплексифiкацiя простору L(R)
p1 × . . .×L

(R)
pn збiгається з про-

стором Lp1 × . . .×Lpn та норма ∥ · ∥Lp1
×...×Lpn

це природна норма компле-

ксифiкацiї (див. означення 1.2) для норми ∥ · ∥
L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn
, де ∥ · ∥Lp1

×...×Lpn

та ∥ · ∥
L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn
визначенi за допомогою означення (1.12).

Доведення. Покажемо, що iснує лiнiйна бiєкцiя мiж комплексифiкацiєю

(L
(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn ) × (L

(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn ) простору L

(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn (див.

означення 1.1) та простором Lp1 × . . . × Lpn. Нехай f((x; y)) = x + iy, де

x, y ∈ L
(R)
p1 × . . .×L

(R)
pn . Тодi f це iн’єктивна лiнiйна функцiя, що дiє з про-

стору (L
(R)
p1 ×. . .×L(R)

pn )×(L
(R)
p1 ×. . .×L(R)

pn ) в простiр Lp1×. . .×Lpn. Покаже-

мо, що f — сюр’єктивна функцiя. Нехай z = (z1; . . . ; zn) ∈ Lp1 × . . .× Lpn.

Побудуємо таку пару x, y ∈ L
(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn , що f((x; y)) = z. Нехай

x = (Re z1; . . . ; Re zn) та y = (Im z1; . . . ; Im zn). Тодi x, y ∈ L
(R)
p1 × . . .×L

(R)
pn .

Крiм того, f((x; y)) = z. Таким чином, f це сюр’єкцiя. Тодi f це лiнiйна бi-

єкцiя мiж просторами (L
(R)
p1 ×. . .×L(R)

pn )×(L
(R)
p1 ×. . .×L(R)

pn ) та Lp1×. . .×Lpn.

Легко перевiрити, що обидвi умови з означення 1.1 виконуються. Тодi про-
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стiр Lp1 × . . .× Lpn це комплексифiкацiя простору L(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn .

Покажемо, що ∥·∥Lp1
×...×Lpn

це природна норма комплексифiкацiї для

∥·∥
L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn
. Для кожного z = (z1; . . . ; zn) ∈ Lp1× . . .×Lpn маємо рiвностi

∥Re z∥Lp1
×...×Lpn

= max
j∈{1;...;n}

∥Re zj∥Lpj
=

= max
j∈{1;...;n}

(∫ 1

0

|Re zj(t)|pj dt
) 1

pj =

= max
j∈{1;...;n}

∥Re zj∥L(R)
pj

= ∥Re z∥
L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn
.

Таким чином, перша умова з означення 1.2 виконується. Для кожного z =

(z1; . . . ; zn) ∈ Lp1 × . . .× Lpn виконуються рiвностi

∥z∥Lp1
×...×Lpn

= max
i∈{1;...;n}

∥zj∥Lpj
=

= max
j∈{1;...;n}

(∫ 1

0

|zj(t)|pj
) 1

pj = max
j∈{1;...;n}

(∫ 1

0

|zj(t)|pj
) 1

pj =

= max
j∈{1;...;n}

∥zj∥Lpj
= ∥z∥Lp1

×...×Lpn
.

Отже, друга умова з означення 1.2 виконується. Таким чином, ∥·∥Lp1
×...×Lpn

це природна норма комплексифiкацiї для ∥·∥
L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn
. Лему доведено.

За теоремою 1.2, для комплексного продовження P̂ : Lp1× . . .×Lpn →

C кожного m-однорiдного симетричного полiнома P : L
(R)
p1 × . . .×L(R)

pn → R,

вiдповiдне m-лiнiйне симетричне вiдображення AP̂ :
(
Lp1 × . . .× Lpn

)m
→

C, асоцiйоване з полiномом P̂ , може бути знайдене за допомогою формули:

AP̂ (x1, . . . , xm) =
1∑

j1=0

. . .
1∑

jm=0

ij1+...+jmAP

(
wj1(x1), . . . , wjm(xm)

)
(3.8)

для x1, . . . , xm ∈ Lp1 × . . . × Lpn, де AP це симетричне m-лiнiйне вiдобра-

ження, асоцiйоване з полiномом P , та

w0(xk) = (Re xk;1; . . . ; Re xk;n), (3.9)

w1(xk) = (Imxk;1; . . . ; Im xk;n) (3.10)
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для кожного xk = (xk,1; . . . ;xk;n), де k ∈ {1; . . . ;m}. Тодi

P̂ (z) = AP̂ (z, . . . , z) (3.11)

для кожного z ∈ Lp1 × . . .× Lpn.

Лема 3.4. Нехай P : L
(R)
p1 × . . .×L

(R)
pn → R це симетричний m-однорiдний

полiном. Тодi для симетричного асоцiйованого з полiномом P m-лiнiйного

вiдображення AP :
(
L
(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn

)m → R наступна рiвнiсть виконує-

ться

AP (x1, . . . , xm) = AP (x1 ◦ σ, . . . , xm ◦ σ)

для кожних σ ∈ Ξ[0;1] та xj ∈ L
(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn , де j ∈ {1; . . . ;m}.

Доведення. Нехай σ ∈ Ξ[0;1] та x1, . . . , xm ∈ L
(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn . Для кожних

j1, . . . , jm ∈ {−1; 1} виконується рiвнiсть

(j1x1 + . . .+ jmxm) ◦ σ = j1(x1 ◦ σ) + . . .+ jm(xm ◦ σ).

Тодi, оскiльки полiном P симетричний,

P
(
j1x1 + . . .+ jmxm

)
= P

(
j1(x1 ◦ σ) + . . .+ jm(xm ◦ σ)

)
(3.12)

для кожних j1, . . . , jm ∈ {−1; 1}. З рiвностей (1.2) та (3.12) отримуємо

рiвнiсть.

AP (x1, . . . , xm) = AP (x1 ◦ σ, . . . , xm ◦ σ).

Лему доведено.

Лема 3.5. Для кожного неперервного полiнома R : Lp1 × . . . × Lpn → C

його звуження на простiр L(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn теж неперервне.

Доведення. Нехай R : Lp1 × . . . × Lpn → C це неперервний полiном. Тодi

∥R∥ < ∞. Звiдси випливає, що норма звуження полiнома R на простiр

L
(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn теж скiнченна. Це означає, що звуження полiнома R на

простiр L(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn є неперервним.
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Лема 3.6. Для кожного симетричного (тобто, G(C)
p1,...,pn-симетричного)

вiдображення Q : Lp1 × . . .× Lpn → C його звуження на L(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn

є симетричним (тобто G(R)
p1,...,pn-симетричним).

Доведення. Нехай Q : Lp1 × . . . × Lpn → C це симетричне вiдображен-

ня. Покажемо, що звуження вiдображення Q на простiр L
(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn

симетричне. Розглянемо довiльне вiдображення σ ∈ Ξ[0;1]. Для кожного

z ∈ Lp1 × . . .× Lpn виконується рiвнiсть Q(z) = Q(z ◦ σ). Отже,

Q(Re z + iIm z) = Q((Re z + iIm z) ◦ σ) (3.13)

для кожного z ∈ Lp1 × . . .×Lpn. Розглянемо довiльний елемент x ∈ L
(R)
p1 ×

. . .× L
(R)
pn . Нехай z1 = x+ i · 0. З рiвностi (3.13) випливають рiвностi

Q(x) = Q(Re z1 + iIm z1) = Q((Re (z1) + iIm z1) ◦ σ) = Q(x ◦ σ)

для довiльних σ ∈ Ξ[0;1] та x ∈ L
(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn . Лiва сторона цiєї рiвностi

це звуження вiдображення Q на простiр L(R)
p1 × . . .×L

(R)
pn . Отже, звуження

вiдображення Q на простiр L(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn є симетричним.

Лема 3.7. Для кожного симетричного (тобто, G(R)
p1,...,pn-симетричного)

неперервного полiнома P : L
(R)
p1 ×. . .×L(R)

pn → R, його комплексне продовже-

ння P̂ : Lp1×. . .×Lpn → C є симетричним (тобто, G(C)
p1,...,pn-симетричним)

та неперервним.

Доведення. З твердження 3.1, комплексне продовження кожного неперерв-

ного полiнома неперервне, отже, полiном P̂ неперервний. Покажемо, що

комплексне продовження симетричного неперервного полiнома, що дiє з

простору L(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn у простiр R є симетричним. За означенням 1.3,

достатньо довести це для кожної його однорiдної компоненти. За лемою 1.1,

кожна однорiдна компонента полiнома P є симетричною. Тодi, достатньо

довести, що комплексне продовження довiльного однорiдного симетрично-

го неперервного полiнома буде симетричним. Нехай m це довiльне цiле
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невiд’ємне число та Pm це довiльний m-однорiдний симетричний неперерв-

ний полiном, що дiє з простору L(R)
p1 ×. . .×L(R)

pn у простiр R. Нехай σ ∈ Ξ[0;1].

Вiдзначимо, що для кожного xj ∈ Lpj рiвностi Re (xj(σ(t))) = (Re xj)(σ(t))

та Im (xj(σ(t))) = (Imxj)(σ(t)) виконуються для кожного t ∈ [0; 1]. Отже,

для кожного x ∈ Lp1 × . . .× Lpn виконуються рiвностi

w0(x ◦ σ) = w0(x) ◦ σ та w1(x ◦ σ) = w1(x) ◦ σ, (3.14)

де w0 та w1 визначенi за допомогою рiвностей (3.9) та (3.10) вiдповiдно.

З рiвностей (3.11), (3.8), (3.14) та леми 3.4 отримуємо рiвностi

P̂m(z ◦ σ) = A
P̂m

(z ◦ σ, . . . , z ◦ σ) =

=
1∑

j1=0

. . .
1∑

jm=0

ij1+...+jmAPm

(
wj1(z ◦ σ), . . . , wjm(z ◦ σ)

)
=

=
1∑

j1=0

. . .

1∑
jm=0

ij1+...+jmAPm

(
wj1(z) ◦ σ, . . . , wjm(z) ◦ σ

)
=

=
1∑

j1=0

. . .

1∑
jm=0

ij1+...+jmAPm

(
wj1(z), . . . , wjm(z)

)
= P̂m(z)

(3.15)

для кожного z ∈ Lp1 × . . . × Lpn. Отже, полiном P̂m симетричний. Тодi,

комплексне продовження кожного симетричного неперервного полiнома,

що дiє з простору L(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn у простiр R є симетричним. Лему дове-

дено.

Лема 3.8. Нехай α ∈ ℵp1,...,pn, де множина ℵp1,...,pn визначена за означен-

ням (2.11). Нехай полiноми R(L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn )
α та R(Lp1

×...×Lpn)
α визначенi рiвнi-

стю (2.12). Тодi

1. комплексне продовження полiнома R
(L

(R)
p1 ×...×L(R)

pn )
α збiгається з полi-

номом R
(Lp1

×...×Lpn)
α ;

2. полiном R
(L

(R)
p1 ×...×L(R)

pn )
α симетричний та неперервний;

3.
∥∥∥R(L

(R)
p1 ×...×L(R)

pn )
α

∥∥∥ = 1.
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Доведення. Доведемо першу властивiсть. Звуження полiнома R(Lp1
×...×Lpn)

α

на простiр L(R)
p1 ×. . .×L(R)

pn збiгається з полiномомR(L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn )
α . За теоремою

1.1, однорiдний полiном R
(L

(R)
p1 ×...×L(R)

pn )
α може бути єдиним чином продовже-

ний до неперервного полiнома, що дiє з простору Lp1 × . . .× Lpn у простiр

C. Отже, його комплексне продовження це полiном R
(Lp1

×...×Lpn)
α .

Доведемо другу властивiсть. Вона вiдразу випливає з лем 3.5 та 3.6,

застосованих для полiнома R(Lp1
×...×Lpn)

α , що є неперервним та симетричним

за теоремами 2.2 та 2.3.

Доведемо третю частину. За теоремою 2.2,∥∥∥R(Lp1
×...×Lpn)

α

∥∥∥ = 1.

Оскiльки норма звуження не бiльша за норму полiнома, то∥∥∥R(L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn )
α

∥∥∥ ≤
∥∥∥R(Lp1

×...×Lpn)
α

∥∥∥,
таким чином, ∥∥∥R(L

(R)
p1 ×...×L(R)

pn )
α

∥∥∥ ≤ 1. (3.16)

З iншого боку, ∥(t 7→ 1; t 7→ 1; . . . ; t 7→ 1)∥
L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn
= 1 та

R
(L

(R)
p1 ×...×L(R)

pn )
α ((t 7→ 1; t 7→ 1; . . . ; t 7→ 1)) = 1. Отже,∥∥∥R(L

(R)
p1 ×...×L(R)

pn )
α

∥∥∥ ≥ 1. (3.17)

З нерiвностей (3.16) та (3.17) випливає рiвнiсть∥∥∥R(L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn )
α

∥∥∥ = 1.

Лему доведено.

Теорема 3.3. Нехай p1; . . . ; pn ∈ [1; +∞). Множина полiномiв

{R(L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn )
α : α ∈ ℵp1,...,pn

}
, де полiноми R

(L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn )
α визначенi за до-

помогою рiвностей (2.12) та множина ℵp1,...,pn визначається за означен-

ням (2.11), це алгебраїчний базис алгебри всiх симетричних неперервних

дiйснозначних полiномiв на просторi L(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn .
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Доведення. Перевiримо умови наслiдку 3.1 для простору E = L
(R)
p1 × . . .×

L
(R)
pn , множин S = G

(R)
p1,...,pn та Ŝ = G

(C)
p1,...,pn, A — алгебри всiх симетричних

неперервних дiйснозначних полiномiв на просторi L(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn , Â —

алгебри всiх симетричних неперервних комплекснозначних полiномiв на

просторi L(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn та множини H =

{
R

(L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn )
α : α ∈ ℵp1,...,pn

}
.

За лемою 3.3, комплексифiкацiя простору L(R)
p1 × . . .×L

(R)
pn збiгається

з простором Lp1 × . . .× Lpn.

Покажемо, що H це пiдмножина алгебри A. Достатньо довести, що

для довiльного α ∈ ℵp1,...,pn полiном R
(L

(R)
p1 ×...×L(R)

pn )
α є симетричним та непе-

рервним. Це вiдразу випливає з другої властивостi леми 3.8.

За лемою 3.7, комплекснi продовження симетричних неперервних дiй-

снозначних полiномiв на просторi L(R)
p1 × . . .×L(R)

pn це симетричнi неперервнi

комплекснозначнi полiноми на просторi Lp1×. . .×Lpn. Таким чином, перша

умова наслiдку 3.1 виконується.

За першою властивiстю леми 3.8, множина Ĥ комплексних продов-

жень елементiв множини H збiгається з множиною
{
R

(Lp1
×...×Lpn)

α : α ∈

ℵp1,...,pn
}
, що, за теоремою 2.10, є алгебраїчним базисом алгебри Â. Отже,

друга умова наслiдку 3.1 виконується.

Тодi з наслiдку 3.1 випливає, що множина
{
R

(L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn )
α : α ∈

ℵp1,...,pn
}

це алгебраїчний базис алгебри всiх симетричних неперервних дiй-

снозначних полiномiв на просторi L(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn .

В пiдроздiлi 3.1 побудовано алгебраїчний базис пiдалгебри алгебри

дiйснозначних неперервних полiномiв на дiйсному банаховому просторi E,

для якої iснує деяка пiдалгебра алгебри комплекснозначних неперервних

полiномiв на просторi Ẽ — комплексифiкацiї простору E, яка має алгебра-

їчний базис та мiстить комплекснi продовження всiх елементiв початкової

пiдалгебри.

Результати пiдроздiлу 3.1 було використано в пiдроздiлi 3.2., де у ро-
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лi простору E було використано декартiв добуток L(R)
p1 × . . .×L

(R)
pn дiйсних

банахових просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у вiдповiдних сте-

пенях за Лебегом, а в ролi пiдалгебри — алгебру симетричних неперерв-

них полiномiв на просторi L(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn . Було доведено аналог теореми

2.10, тобто встановлено, що алгебраїчний базис алгебри неперервних симе-

тричних полiномiв на декартовому добутку L
(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn це множина{

R

(
L
(R)
p1 ×...×L(R)

pn

)
α : α ∈ ℵp1;...;pn

}
.

Результати третього роздiлу опублiкованi в статтях [71,72]. Вони та-

кож доповiдалися на науковiй конференцiї [74] та наукових семiнарах.
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РОЗДIЛ 4. Спектри та iзоморфiзми деяких алгебр цiлих

функцiй на банахових просторах

Метою цього роздiлу є дослiдження алгебр цiлих симетричних фун-

кцiй обмеженого типу на декартових добутках дiйсних чи комплексних

просторiв функцiй iнтегровних за Лебегом та спектрiв цих алгебр.

4.1. Спектр алгебри цiлих симетричних неперервних ком-

плекснозначних функцiй на декартовому добутку комплексних

банахових просторiв функцiй, вiдповiднi степенi яких абсолютно

iнтегровнi за Лебегом

Метою цього пiдроздiлу є дослiдження алгебри цiлих симетричних

неперервних комплекснозначних функцiй обмеженого типу на декартовому

добутку Lp1×. . .×Lpn комплексних банахових просторiв функцiй, вiдповiд-

нi степенi яких абсолютно iнтегровнi за Лебегом, знаходження її спектра

та доведення iзоморфностi мiж цiєю алгеброю та алгеброю цiлих функцiй

на деякому декартовому степеню простору C.

Нехай n ∈ N та p1, . . . , pn ∈ [1; +∞). Нехай простiр L визначений за

означенням (1.13).

Лема 4.1. Алгебра Hbs (L) є замкненою пiдалгеброю алгебри Фреше

Hb (L) .

Доведення. Згiдно з лемою 1.4, якщо послiдовнiсть симетричних функцiй

{fn}∞n=1 ⊂ Hb (L) збiгається до f ∈ Hb (L) , то функцiя f симетрична. Тому

Hbs (L) це замкнена пiдалгебра алгебри Hb (L) . Лему доведено.

Лема 4.2. Iснує таке C > 0, що для кожного z = (zk)k∈ℵp1;...;pn
∈ C|ℵp1;...;pn

|,

де множина ℵp1;...;pn визначена за означенням (2.11), iснує такий елемент
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xz ∈ L, що ∥xz∥L ≤ Cmaxk∈ℵp1;...;pn
|zk| та Rk(xz) = zk для кожного k ∈

ℵp1;...;pn.

Доведення. Вiдразу випливає з леми 1.3.

З iнтегральної формули Кошi [39, наслiдок 7.3, с. 47] випливає насту-

пний наслiдок:

Наслiдок 4.1. Нехай f ∈ Hbs (L) . Тодi кожний елемент ряду Тейлора

функцiї f це симетричний неперервний однорiдний полiном.

З теореми 2.10 та наслiдку 4.1 випливає наступне твердження:

Наслiдок 4.2. Нехай f ∈ Hbs (L) . Тодi кожний елемент ряду Тейлора

функцiї f може бути однозначно поданий як алгебраїчна комбiнацiя по-

лiномiв Rα, де α ∈ ℵp1;...;pn та множина ℵp1;...;pn задана означенням (2.11).

Теорема 4.1. (а) Алгебра Фреше Hbs (L) iзоморфна до алгебри Фреше

H
(
C|ℵp1;...;pn

|). Бiльш того, iснує такий неперервний iзоморфiзм ξ :

Hbs (L) → H
(
C|ℵp1;...;pn

|), що для кожного j ∈ {1; . . . ; |ℵp1;...;pn|} фун-

кцiя ξ(Rαj
), де мультиiндекс αj заданий за допомогою впорядкуван-

ня (2.35), це координатний функцiонал, а конкретно, ξ(Rαj
)(z) = zj

для кожного z =
(
z1; . . . ; z|ℵp1;...;pn

|
)
∈ C|ℵp1;...;pn

|.

(б) Спектр алгебри Фреше Hbs (L) збiгається з множиною всiх фун-

кцiоналiв обчислення значень в точках простору L.

Доведення. Пiдставимо X = L, HΓ = Hbs(L) та Γ = {Rα : α ∈ ℵp1;...;pn}

в теорему 1.5. Перевiримо, що умови теореми 1.5 виконуються. Оскiльки

Rα це неперервний |α|-однорiдний полiном для кожного α ∈ ℵp1;...;pn, перша

умова теореми задовольняється.

З леми 4.2 випливає, що друга умова теореми задовольняється.

З наслiдку 4.1, Hbs(L) це замкнена пiдалгебра алгебри Hb(L). З на-

слiдку 4.2, кожний член ряду Тейлора кожної функцiї f ∈ Hbs (L) мо-

же бути однозначно поданий як алгебраїчна комбiнацiя полiномiв Rα, де

α ∈ ℵp1;...;pn. Будь-який елемент алгебри Hb(L) такий, що кожний член його
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ряду Тейлора симетричний, є симетричним. Отже, третя умова задоволь-

няється.

Тодi, за теоремою 1.5, алгебра Фреше Hbs(L) є iзоморфною до алге-

бри Фреше H(C|ℵp1;...;pn
|), бiльш того, iснує такий неперервний iзоморфiзм

ξ : Hbs (L) → H
(
C|ℵp1;...;pn

|), що для кожного j ∈ {1; . . . ; |ℵp1;...;pn|} фун-

кцiя ξ(Rαj
) це координатний функцiонал, а конкретно, ξ(Rαj

)(z) = zj для

кожного z =
(
z1; . . . ; z|ℵp1;...;pn

|
)
∈ C|ℵp1;...;pn

|, а спектр алгебри Фреше Hbs(L)

збiгається з множиною всiх функцiоналiв обчислення значень в точках про-

стору L. Теорему доведено.

4.2. Конструкцiя деякої алгебри A(X) на дiйсному банахо-

вому просторi X, яка є аналогом алгебри цiлих функцiй обме-

женого типу на комплексному банаховому просторi, породженої

скiнченною кiлькiстю полiномiв

В цьому пiдроздiлi на дiйному банаховому просторi X буде побудова-

но деякий дiйсний аналог A(X) алгебри цiлих функцiй обмеженого типу на

комплексифiкацiї простору X, породженої деякою скiнченною множиною

алгебраїчно незалежних однорiдних полiномiв. Буде дослiджено структуру

елементiв алгебри A(X).

Нехай X це дiйсний банахiв простiр, а X̃ це комплексифiкацiя про-

стору X, надiлена природною нормою комплексифiкацiї. Нехай P̌0 це пiд-

алгебра алгебри P
(
X̃;C

)
та P0 це пiдалгебра алгебри P(X;R). Нехай

ℵ ⊂ Zn+ \ {(0; . . . ; 0)}, для деякого натурального n, це скiнченна множи-

на iндексiв. Нехай Q = {Qγ : γ ∈ ℵ} це така пiдмножина алгебри P(X;R),

що для кожного γ ∈ ℵ полiном Qγ буде |γ|-однорiдним. Нехай виконуються
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наступнi двi умови:

алгебра P̌0 мiстить комплекснi продовження всiх елементiв алгебри P0;

(4.1)

множина Q̂ = {Q̂γ : γ ∈ ℵ}, де полiном Q̂γ це комплексне продовження

полiнома Qγ, це алгебраїчний базис алгебри P̌0. (4.2)

Лема 4.3. Множина Q це алгебраїчний базис алгебри P0.

Доведення. Лема вiдразу випливає з теореми 3.2.

Означення 4.1. Нехай HbQ

(
X̃
)

це пiдмножина Hb

(
X̃
)
, що складається

з усiх таких функцiй f ∈ Hb

(
X̃
)
, що кожний член ряду Тейлора функцiї

f це елемент алгебри P̌0.
Лема 4.4. Множина HbQ

(
X̃
)

це пiдалгебра алгебри Hb

(
X̃
)
.

Доведення. Нехай f, g ∈ HbQ

(
X̃
)
. Елементи з номером j рядiв Тейлора як

функцiї f так i функцiї g є елементами алгебри P̌0 для кожного цiлого

невiд’ємного j, тобто,

f =
+∞∑
j=0

P
(f)
j та g =

+∞∑
j=0

P
(g)
j ,

де P (f)
j , P

(g)
j ∈ P̌0 для кожного j ∈ Z+. Таким чином, оскiльки P̌0 це алге-

бра, кожний член рядiв Тейлора функцiй f+g, fg та αf для кожного α ∈ C

є елементом алгебри P̌0. Отже, f+g, fg, αf ∈ HbQ

(
X̃
)
. Лему доведено.

Для кожного f ∈ HbQ

(
X̃
)

та n ∈ N визначимо

∥f∥
HbQ

(
X̃
)
;n
= sup

∥x∥X̃≤n
|f(x)|. (4.3)

Вiдзначимо, що норма (4.3) це звуження норми (1.8) на пiдалгебру HbQ(X̃).

Визначимо метрику ρ на пiдалгебрi HbQ

(
X̃
)

за допомогою рiвностi:

ρ(f1; f2) =
+∞∑
j=1

1

2j

∥f1 − f2∥HbQ(X̃);j

1 + ∥f1 − f2∥HbQ(X̃);j

(4.4)
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для кожних f1, f2 ∈ HbQ

(
X̃
)
.

Для кожної скiнченної непорожньої множини M ⊂ Zn+ та кожного

вiдображення l :M → Z+ нехай

χ(l,M) =
∑
k∈M

|k|l(k). (4.5)

Теорема 4.2. Кожна функцiя f ∈ HbQ

(
X̃
)

може бути єдиним чином

подана у виглядi

f(x) =
+∞∑
N=0

∑
l:ℵ→Z+

χ(l,ℵ)=N

cl
∏
k∈ℵ

(Q̂k(x))
l(k),

де cl ∈ C та x ∈ X̃.

Доведення. Кожна функцiя f ∈ HbQ

(
X̃
)

єдиним чином може бути подана

у виглядi

f(x) =
+∞∑
N=0

PN(x),

де PN це N -однорiдний полiном. За означенням алгебри HbQ

(
X̃
)
, PN ∈ P̌0

для кожного N ∈ Z+. Таким чином, враховуючи, що множина Q̂ це алге-

браїчний базис алгебри P̌0, кожний полiном PN може бути єдиним чином

поданий як алгебраїчна комбiнацiя полiномiв Q̂k, k ∈ ℵ. Тодi

PN =
∑

l:ℵ→Z+

χ(l,ℵ)=N

cl
∏
k∈ℵ

(Q̂k(x))
l(k) (4.6)

для кожного N ∈ Z+. Таким чином, функцiя f може бути єдиним чином

подана у виглядi

f(x) =
+∞∑
N=0

∑
l:ℵ→Z+

χ(l,ℵ)=N

cl
∏
k∈ℵ

(Q̂k(x))
l(k),

де cl ∈ C та x ∈ X̃. Теорему доведено.
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Означення 4.2. Нехай H(R)
bQ

(
X̃
)

це пiдмножина всiх таких f ∈ HbQ

(
X̃
)
,

що

f(x) ∈ R для кожного x ∈ X̃ такого, що Im x = 0. (4.7)

Лема 4.5. Множина H(R)
bQ

(
X̃
)

це замкнена пiдмножина алгебри HbQ

(
X̃
)

i наступнi властивостi виконуються:

1. Для кожного f ∈ H
(R)
bQ

(
X̃
)

та α ∈ R функцiя αf є елементом мно-

жини H(R)
bQ

(
X̃
)
.

2. Для кожних f, g ∈ H
(R)
bQ

(
X̃
)

функцiя f + g є елементом множини

H
(R)
bQ

(
X̃
)
.

3. Для кожних f, g ∈ H
(R)
bQ

(
X̃
)

функцiя fg є елементом множини

H
(R)
bQ

(
X̃
)
.

Доведення. З умови (4.7) випливає, що f(x), g(x) ∈ R для кожних f, g ∈

H
(R)
bQ

(
X̃
)

та x ∈ X̃ таких, що Imx = 0. Тодi f(x)g(x) ∈ R, f(x) + g(x) ∈ R

та αf(x) ∈ R для кожного α ∈ R. Отже, перша, друга i третя властивостi

виконуються.

Доведемо, що множина H(R)
bQ

(
X̃
)

є замкненою. Нехай f1, . . . , fk, . . . ∈

H
(R)
bQ

(
X̃
)

це така послiдовнiсть функцiй, що limn→∞ fn = f , де f ∈ HbQ

(
X̃
)
.

Тодi з умови (4.7) випливає, що fk(x) ∈ R для кожного k ∈ N та

x ∈ X̃ такого, що Im x = 0. Збiжна послiдовнiсть дiйсних чисел зав-

жди збiгається до дiйсного числа. Отже, f(x) ∈ R для кожного x ∈

X̃ такого, що Im x = 0. Таким чином, f ∈ H
(R)
bQ

(
X̃
)
. Тодi множинаH(R)

bQ

(
X̃
)

замкнена. Лему доведено.

Лема 4.6. Нехай U ∈ {{0},R}. Нехай f ∈ H
(R)
bQ

(
X̃
)

така, що f(x) ∈

U для кожного x ∈ X̃ такого, що Im x = 0. Тодi всi коефiцiєнти cl з роз-

кладу функцiї f , отриманого згiдно з теоремою 4.2, належать множинi

U .
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Доведення. В обох можливих варiантах множини U , тобто як у випадку

U = {0}, так i у випадку U = R, виконується наступне твердження:

au1 ∈ U, u1−u2 ∈ U та u1+u2 ∈ U для кожних u1, u2 ∈ U та a ∈ R. (4.8)

За теоремою 4.2,

f(x) =
+∞∑
N=0

PN(x), (4.9)

де

PN(x) =
∑

l:ℵ→Z+

χ(l,ℵ)=N

cl
∏
k∈ℵ

(Q̂k(x))
l(k) (4.10)

для кожних N ∈ Z+ та x ∈ X̃, де всi cl це деякi комплекснi числа.

Покажемо, що кожне cl належить множинi U . По-перше, доведемо,

що

PN(x) ∈ U (4.11)

для кожних N ∈ Z+ та x ∈ X̃ таких, що Imx = 0. Припустимо, що

це не так. Тодi iснує таке j ∈ Z+, що Pj(x) ̸∈ U для деякого x ∈

X̃ такого, що Im x = 0. Нехай j0 це найменший серед таких номерiв j.

Тодi Pn(x) ∈ U для кожних n < j0 та x ∈ X̃ такого, що Im x = 0. Нехай

x0 ∈ X̃ такий елемент, що Im x0 = 0 та Pj0(x0) ̸∈ U . Оскiльки, як у ви-

падку U = {0}, так i у випадку U = R, множина U замкнена, виконується

нерiвнiсть

dist
(
Pj0(x0);U

)
> 0, (4.12)

де

dist(z;T ) = inf
t∈T

|z − t| (4.13)

для кожних z ∈ C та T ⊂ C. Нехай

qj = Pj(x0) (4.14)

для кожного j ∈ Z+. Оскiльки qj0 = Pj0(x0), з нерiвностi (4.12) отримуємо,

що

dist(qj0;U) > 0. (4.15)
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Вiдзначимо, що

qt ∈ U для кожного t ∈ {0; . . . ; j0 − 1}. (4.16)

З m-однорiдностi полiнома Pm випливає рiвнiсть,

Pm

(x
a

)
=
Pm(x)

am

для кожних m ∈ Z+, x ∈ X̃ та a > 0. Тодi, використовуючи рiвнiсть (4.9),

отримуємо рiвнiсть

f
(x
a

)
=

+∞∑
j=0

Pj(x)

aj
(4.17)

для кожних a > 0 та x ∈ X̃. Оскiльки елемент x0 ∈ X̃ такий, що Imx = 0,

легко зрозумiти, що x0
a ∈ X̃ та Im x0

a = 0 для кожного a > 0. Вiдповiдно,

за умовою леми

f
(x0
a

)
∈ U. (4.18)

З рiвностей (4.9) та (4.14), ряд
∑∞

j=0 qj збiжний. Тодi, з нерiвностi (4.15)

випливає, що iснує таке m > j0,m ∈ N, що

|qn| <
dist(qj0;U)

4
(4.19)

для кожних n > m, n ∈ N. Нехай A ∈ [4; +∞) таке, що

|qj|
A

<
dist(qj0;U)

4
(4.20)

для кожного j ∈ {j0 + 1, . . . ,m}.

З (4.18) i рiвностей (4.17) та (4.14) випливає

U ∋ f
(x0
A

)
=

+∞∑
j=0

Pj(x0)

Aj
=

+∞∑
j=0

qj
Aj
. (4.21)

З (4.16) та (4.8) випливає, що

j0−1∑
j=0

qj
Aj

∈ U. (4.22)
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З (4.21), (4.22) та (4.8) випливає, що

u0 ∈ U, (4.23)

де

u0 =
+∞∑
j=j0

qj
Aj
. (4.24)

З нерiвностей (4.15), (4.20), нерiвностi A ≥ 4 та властивостей геометричної

прогресiї,∣∣∣ m∑
j=j0+1

qj
Aj

∣∣∣ ≤ m∑
j=j0+1

|qj|
Aj

<
dist(qj0;U)

4Aj0

(
1 +

1

A
+ . . .+

1

Am−1−j0

)
<

<
dist(qj0;U)

4Aj0

(
1 +

1

2
+ . . .+

1

2m−1−j0

)
<

dist(qj0;U)

4Aj0
· 2 =

dist(qj0;U)

2Aj0
.

(4.25)

З нерiвностей (4.15), (4.19), нерiвностi A ≥ 4, властивостей геометричної

прогресiї та нерiвностi m ≥ j0,∣∣∣ +∞∑
j=m+1

qj
Aj

∣∣∣ ≤ +∞∑
j=m+1

|qj|
Aj

<
dist(qj0;U)

4Am+1

(
1 +

1

A
+

1

A2
+ . . .

)
<

<
dist(qj0;U)

4Am+1

(
1 +

1

2
+

1

22
+ . . .

)
=

dist(qj0;U)

4Am+1
· 2 =

=
dist(qj0;U)

2Am+1
<

dist(qj0;U)

2Aj0
.

(4.26)

В обох можливих варiантах множини U , як у випадку U = {0}, так i у

випадку U = R, рiвнiсть

dist
(z
a
;U

)
=

dist(z;U)

a

виконується для кожних z ∈ C та a > 0. Тодi

dist
( qj0
Aj0

;U
)
=

dist(qj0;U)

Aj0
. (4.27)

З нерiвностей (4.25) i (4.26) та рiвностi (4.27) випливає, що∣∣∣ +∞∑
j=j0+1

qj
Aj

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ m∑
j=j0+1

qj
Aj

∣∣∣+ ∣∣∣ +∞∑
j=m+1

qj
Aj

∣∣∣ < dist(qj0;U)

2Aj0
+

dist(qj0;U)

2Aj0
=

=
dist(qj0;U)

Aj0
= dist

( qj0
Aj0

;U
)
.
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Отже, ∣∣∣ +∞∑
j=j0+1

qj
Aj

∣∣∣ < dist
( qj0
Aj0

;U
)
. (4.28)

З рiвностi (4.24),
qj0
Aj0

= u0 −
+∞∑

j=j0+1

qj
Aj
. (4.29)

З рiвностi (4.13), властивостi (4.23) та рiвностi (4.29) випливає, що

dist
( qj0
Aj0

;U
)
= inf

u∈U

∣∣∣ qj0
Aj0

− u
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ qj0

Aj0
− u0

∣∣∣ = ∣∣∣ +∞∑
j=j0+1

qj
Aj

∣∣∣. (4.30)

Нерiвностi (4.28) та (4.30) суперечать одна однiй. Таким чином, властивiсть

(4.11) доведено, тобто, використовуючи рiвнiсть (4.10), отримуємо, що,∑
l:ℵ→Z+

χ(l,ℵ)=N

cl
∏
k∈ℵ

(Q̂k(x))
l(k) ∈ U

для кожного x ∈ X̃ такого, що Im x = 0 та кожного N ∈ Z+. Вiдзначимо,

що Q̂k(x) = Qk(ϕ(x)) для кожного x ∈ X̃ такого, що Im x = 0 та кожного

k ∈ ℵ, де вiдображення ϕ задане рiвнiстю (1.5). Тодi∑
l:ℵ→Z+

χ(l,ℵ)=N

cl
∏
k∈ℵ

(Qk(ϕ(x)))
l(k) ∈ U

для кожного x ∈ X̃ такого, що Im x = 0. Оскiльки вiдображення ϕ є

сюр’єктивним, то ∑
l:ℵ→Z+

χ(l,ℵ)=N

cl
∏
k∈ℵ

(Qk(y))
l(k) ∈ U

для кожних y ∈ X та N ∈ Z+. Нехай al = Re cl, bl = Im cl. Тодi cl = al + ibl

i властивiсть∑
l:ℵ→Z+

χ(l,ℵ)=N

al
∏
k∈ℵ

(Qk(y))
l(k) + i

∑
l:ℵ→Z+

χ(l,ℵ)=N

bl
∏
k∈ℵ

(Qk(y))
l(k) ∈ U (4.31)
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виконується для кожних y ∈ X та N ∈ Z+. Оскiльки {Qk : k ∈ ℵ} це

множина дiйснозначних полiномiв та U ⊂ R, рiвнiсть∑
l:ℵ→Z+

χ(l,ℵ)=N

bl
∏
k∈ℵ

(Qk(y))
l(k) = 0

виконується для кожних y ∈ X та N ∈ Z+. За лемою 4.3, множина

{Qk : k ∈ ℵ} є алгебраїчно незалежною, а деяка алгебраїчна комбiнацiя

елементiв цiєї множини в рiвностi вище дорiвнює нулю. Тодi всi коефiцi-

єнти bl дорiвнюють нулю. Тобто, всi коефiцiєнти cl є дiйсними. У випадку

U = R твердження леми доведено. Розглянемо випадок U = {0}. Тодi, з

рiвностi (4.31), та того, що всi коефiцiєнти bl, дорiвнюють нулю отримуємо,

що рiвнiсть ∑
l:ℵ→Z+

χ(l,ℵ)=N

al
∏
k∈ℵ

(Qk(y))
l(k) = 0

виконується для кожних y ∈ X та N ∈ Z+. За лемою 4.3, множина

{Qk : k ∈ ℵ} є алгебраїчно незалежною, а деяка алгебраїчна комбiнацiя

елементiв цiєї множини в рiвностi вище дорiвнює нулю. Тодi всi коефiцiєн-

ти al дорiвнюють нулю. Отже, всi коефiцiєнти cl дорiвнюють нулю. Лему

доведено.

Означення 4.3. Нехай A(X) це множина звужень елементiв множини

H
(R)
bQ

(
X̃
)

на простiр X, тобто множина A(X) складається з усiх функцiй

вигляду f ◦ ϕ−1, де f ∈ H
(R)
bQ

(
X̃
)

та вiдображення ϕ визначимо рiвнiстю

(1.5).

Визначимо вiдображення ν : H
(R)
bQ

(
X̃
)
→ A(X) рiвнiстю

ν(f) = f ◦ ϕ−1. (4.32)

З рiвностей (4.32) та (1.5),

f(x+ 0i) = ν(f)(x) (4.33)
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для кожних x ∈ X та f ∈ H
(R)
bQ

(
X̃
)
. Тодi три наступнi умови виконуються:

По-перше,

ν(αf) = αν(f) (4.34)

для кожних α ∈ R та f ∈ H
(R)
bQ

(
X̃
)
. По-друге,

ν(f1) + ν(f2) = ν(f1 + f2) (4.35)

для кожних f1, f2 ∈ H
(R)
bQ

(
X̃
)
. По-третє,

ν(f1)ν(f2) = ν(f1f2) (4.36)

для кожних f1, f2 ∈ H
(R)
bQ

(
X̃
)
.

Наслiдок 4.3. Вiдображення ν це iн’єкцiя.

Доведення. Нехай f1, f2 ∈ H
(R)
bQ

(
X̃
)

такi, що ν(f1) = ν(f2). Тодi, з рiвностей

(4.35) та (4.34) отримуємо рiвнiсть ν(f1−f2) = 0. Скориставшися лемою 4.6

для U = {0} отримуємо тодi, що f1 − f2 = 0, тобто, f1 = f2. Наслiдок

доведено.

Лема 4.7. Вiдображення ν є адитивною мультиплiкативною та однорi-

дною вiдносно дiйсних чисел бiєкцiєю мiж множинами H(R)
bQ

(
X̃
)

та A(X).

Доведення. Сюр’єктивнiсть вiдображення ν випливає з означення 4.3.

Iн’єктивнiсть вiдображення ν доведена у наслiдку 4.3. Рiвностi (4.35), (4.36)

та (4.34) демонструють що вiдображення ν є адитивним, мультиплiкатив-

ним та однорiдним вiдносно дiйсних чисел вiдповiдно. Лему доведено.

Лема 4.8. Множина A(X) це дiйсний лiнiйний простiр.

Доведення. За лемою 4.7, вiдображення ν це адитивна однорiдна бiєкцiя

вiдносно дiйсних чисел. За лемою 4.5, множина H(R)
bQ

(
X̃
)

замкнена вiдносно

додавання та множення на дiйсне число пiдмножина алгебри HbQ

(
X̃
)
. Тодi

A(X) — дiйсний лiнiйний простiр.
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Для кожних f ∈ A(X) та n ∈ N будемо визначати

∥f∥A(X);n = ∥ν−1(f)(x)∥HbQ(X̃);n. (4.37)

де норма ∥·∥HbQ(X̃);n визначена за допомогою рiвностi (4.3). Задамо метрику

ρA на просторi A(X) за допомогою наступної рiвностi:

ρA(f1; f2) =
+∞∑
j=1

1

2j
∥f1 − f2∥A(X);j

1 + ∥f1 − f2∥A(X);j
(4.38)

для кожних f1, f2 ∈ A(X).

Лема 4.9. Вiдображення ν це iзометрiя мiж метричними просторами

H
(R)
bQ

(
X̃
)

та A(X), де множина H(R)
bQ

(
X̃
)

надiлена звуженням метрики ρ

заданої рiвнiстю (4.4) та простiр A(X) надiлений метрикою ρA, заданою

рiвнiстю (4.38).

Доведення. Нехай g1, g2 ∈ H
(R)
bQ

(
X̃
)
. З рiвностi (4.38), леми 4.7 i рiвностей

(4.37) та (4.4),

ρA(ν(g1); ν(g2)) =
+∞∑
j=1

1

2j
∥ν(g1)− ν(g2)∥A(X);j

1 + ∥ν(g1)− ν(g2)∥A(X);j
=

=
+∞∑
j=1

1

2j
∥ν(g1 − g2)∥A(X);j

1 + ∥ν(g1 − g2)∥A(X);j
=

+∞∑
j=1

1

2j

∥ν−1(ν(g1 − g2))∥HbQ(X̃);n

1 + ∥ν−1(ν(g1 − g2))∥HbQ(X̃);n

=

=
+∞∑
j=1

1

2j

∥g1 − g2∥HbQ(X̃);n

1 + ∥g1 − g2∥HbQ(X̃);n

= ρ(g1; g2).

Отже,

ρ(g1; g2) = ρA(ν(g1), ν(g2)).

Таким чином, вiдображення ν це iзометрiя.

Наслiдок 4.4. Вiдображення ν та ν−1 є неперервними.

Доведення. Вiдразу випливає з леми 4.9, оскiльки, як вiдображення ν, так

i вiдображення ν−1 є iзометрiями.
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Теорема 4.3. Множина A(X) надiлена метрикою (4.38) та поточкови-

ми операцiями додавання, множення на дiйсний скаляр та множення це

дiйсна алгебра Фреше.

Доведення. У лемi 4.8 вже доведено, що A(X) це дiйсний лiнiйний простiр.

Нехай f1, f2 ∈ A(X). Покажемо, що f1f2 ∈ A(X). За означенням 4.3

та лемою 4.7, функцiї ν−1(f1), ν
−1(f2) ∈ H

(R)
bQ (X̃). З рiвностi (4.36),

ν
(
ν−1(f1)ν

−1(f2)
)
= ν

(
ν−1(f1)

)
ν
(
ν−1(f2)

)
= f1f2.

Отже, f1f2 ∈ A(X).

Можна перевiрити, що простiр A(X) це алгебра.

Покажемо, що алгебра A(X) повна. Нехай {fj}∞j=1 це послiдовнiсть

Кошi елементiв алгебри A(X). За лемою 4.9, послiдовнiсть {ν−1(fj)}∞j=1 це

послiдовнiсть Кошi. Таким чином, оскiльки за лемою 4.5 множинаH(R)
bQ

(
X̃
)

замкнена, послiдовнiсть {ν−1(fj)}∞j=1 збiгається до деякого елемента g ∈

H
(R)
bQ

(
X̃
)
. З наслiдка 4.4, послiдовнiсть {fj}∞j=1 збiгається до ν(g). Отже,

A(X) це повна алгебра.

Покажемо, що норма ∥ · ∥A(X);n мультиплiкативно опукла. Нехай

f1, f2 ∈ A(X). Тодi ми доводимо, що

∥f1f2∥A(x);n ≤ ∥f1∥A(x);n∥f2∥A(x);n. (4.39)

З рiвностi (4.37), леми 4.7, та рiвностi (4.3),

∥f1f2∥A(x);n = ∥ν−1(f1f2)∥
HbQ

(
X̃
)
;n
= ∥ν−1(f1)ν

−1(f2)∥
HbQ

(
X̃
)
;n
=

= sup
∥x∥≤n

|ν−1(f1)(x)ν
−1(f2)(x)| = sup

∥x∥≤n
(|ν−1(f1)(x)||ν−1(f2)(x)|) ≤

≤ sup
∥x∥≤n

|ν−1(f1)(x)| sup
∥x∥≤n

|ν−1(f2)(x)| =

= ∥ν−1(f1)∥
HbQ

(
X̃
)
;n
∥ν−1(f2)∥

HbQ

(
X̃
)
;n
= ∥f1∥A(x);n∥f2∥A(x);n

для кожних f1, f2 ∈ A(X). Отже, нерiвнiсть (4.39) доведена. Тодi A(X) це

алгебра Фреше. Теорему доведено.
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Теорема 4.4. Кожний елемент g ∈ A(X) може бути єдиним чином

поданий у виглядi

g =
+∞∑
N=0

∑
l:ℵ→Z+

χ(l,ℵ)=N

cl
∏
k∈ℵ
l(k)>0

Q
l(k)
k , (4.40)

де всi cl це дiйснi числа.

Доведення. Нехай g ∈ A(X). Тодi ν−1(g) ∈ H
(R)
bQ

(
X̃
)
. За теоремою 4.2,

ν−1(g) =
+∞∑
N=0

∑
l:ℵ→Z+

χ(l,ℵ)=N

cl
∏
k∈ℵ
l(k)>0

Q̂
l(k)
k

де, за лемою 4.6 для множини U = R, cl це набiр дiйсних чисел. Тодi,

використовуючи лему 4.7, наслiдок 4.4 та рiвнiсть (4.33),

g = ν
(
ν−1(g)

)
= ν

(+∞∑
N=0

∑
l:ℵ→Z+=
χ(l,ℵ)=N

cl
∏
k∈ℵ
l(k)>0

Q̂
l(k)
k

)

=
+∞∑
N=0

∑
l:ℵ→Z+

χ(l,ℵ)=N

cl
∏
k∈ℵ
l(k)>0

(
ν
(
Q̂k

))l(k)
=

+∞∑
N=0

∑
l:ℵ→Z+

χ(l,ℵ)=N

cl
∏
k∈ℵ
l(k)>0

Q
l(k)
k .

Тобто, елемент g може бути записаний у формi (4.40).

Покажемо, що у такiй формi вiн записаний однозначно. Припустимо,

що iснує два рiзних набори {c(1)l } та {c(2)l } такi, що

g =
+∞∑
N=0

∑
l:ℵ→Z+

χ(l,ℵ)=N

c
(i)
l

∏
k∈ℵ
l(k)>0

Q
l(k)
k ,

де i ∈ {1; 2}. Тодi

0 =
+∞∑
N=0

∑
l:ℵ→Z+

χ(l,ℵ)=N

(
c
(1)
l − c

(2)
l

) ∏
k∈ℵ
l(k)>0

Q
l(k)
k .

Отже, функцiя
+∞∑
N=0

∑
l:ℵ→Z+

χ(l,ℵ)=N

(c
(1)
l − c

(2)
l )

∏
k∈ℵ
l(k)>0

Q̂k

l(k)
(x)



115

дорiвнює нулю для кожного x ∈ X̃ такого, що Im x = 0. Тодi, за лемою 4.6

для U = {0}, всi коефiцiєнти c(1)l − c
(2)
l дорiвнюють нулю. Тобто, c(1)l = c

(2)
l

для кожного l. Теорему доведено.

4.3. Спектр алгебри A
(
L
(R)
p1 × . . .×L(R)

pn

)
, породженої симетри-

чними полiномами

В цьому пiдроздiлi буде застосовано конструкцiю з попереднього пiд-

роздiлу (див. означення 4.3) для побудови алгебри A
(
L
(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn

)
—

дiйсного аналога алгебри цiлих симетричних функцiй обмеженого типу на

декартовому добутку Lp1× . . .×Lpn комплексних банахових просторiв фун-

кцiй, вiдповiднi степенi яких абсолютно iнтегровнi за Лебегом, та буде опи-

сано спектр алгебри A
(
L
(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn

)
.

Нехай n ∈ N та p1, . . . , pn ∈ [1; +∞). Нехай

X = L(R), (4.41)

де простiр L(R) визначений за означенням (1.14). Тодi, за лемою 3.3, ком-

плексифiкацiя простору X це простiр

X̃ = L, (4.42)

де простiр L визначений за означенням (1.13). Нехай

P̌0 = Ps(L;C) (4.43)

та

P0 = Ps

(
L(R);R

)
. (4.44)

За лемою 3.7, алгебра P̌0 мiстить всi комплекснi продовження елементiв

алгебри P0, тобто, алгебри P0 та P̌0 задовольняють умовi (4.1). Нехай

ℵ = ℵp1;...;pn, (4.45)
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де множина ℵp1;...;pn задана рiвнiстю (2.11). Нехай

Q =
{
R
(L(R))
α : α ∈ ℵp1;...;pn

}
, (4.46)

де полiноми R
(L(R))
α заданi рiвнiстю (2.12). Тодi, за лемою 3.7, множина

комплексних продовжень елементiв множини Q це

Q̂ =
{
R(L)
α : α ∈ ℵp1;...;pn

}
. (4.47)

За теоремою 2.10, множина Q̂ це алгебраїчний базис алгебри Ps(L;C), тоб-

то, умова (4.2) задовольняється. Отже, як умова (4.1), так i умова (4.2)

задовольняються. Таким чином, з леми 4.3 випливає наступний наслiдок:

Наслiдок 4.5. Множина
{
R
(L(R))
α : α ∈ ℵp1;...;pn

}
це алгебраїчний базис

алгебри Ps(L
(R);R).

Вiдзначимо, що даний результат вже є вiдомим (див. теорему 3.3).

За означенням 4.1, HbQ(L) це пiдмножина алгебри Hb(L), що склада-

ється з усiх таких f ∈ Hb(L), що кожний член ряду Тейлора функцiї f це

елемент алгебри Ps(L;C).

З леми 4.4 випливає, що HbQ(L) це алгебра.

Лема 4.10. Алгебра HbQ(L) збiгається з алгеброю Hbs(L) тобто пiдалге-

брою симетричних елементiв алгебри Hb(L).

Доведення. З наслiдку 4.1 випливає, що кожний член ряду Тейлора ко-

жної функцiї f що належить алгебрi Hb(L) це симетричний неперервний

полiном тодi i тiльки тодi, коли f ∈ Hbs(L). Можна перевiрити, що якщо

кожний елемент ряду Тейлора функцiї f , що належить алгебрi Hb(L) це

симетричний неперервний полiном, то f ∈ Hbs(L). Отже, f ∈ HbQ(L) тодi

i тiльки тодi, коли f ∈ Hbs(L). Лему доведено.

Нехай

H
(R)
bQ (L) (4.48)

буде визначатися за означенням 4.2, тобто, H(R)
bQ (L) це пiдмножина всiх

таких f ∈ Hbs(L), що f(x) ∈ R для кожного x ∈ L такого, що Im x = 0.
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Теорема 4.5. Кожна функцiя f ∈ H
(R)
bQ (L), де множина H(R)

bQ (L) визна-

чена за означенням (4.48), може бути однозначно подана наступним чи-

ном:

f(x) =
+∞∑
N=0

∑
l:ℵp1;...;pn

→Z+

χ(l,ℵp1;...;pn
)=N

cl
∏

k∈ℵp1;...;pn

l(k)>0

(
R
(L(R))
k (x)

)l(k)
для кожного x ∈ L, де всi cl це дiйснi числа, а вiдображення χ задане

рiвнiстю (4.5).

Доведення. Вiдразу випливає з теореми 4.2 та леми 4.6 для X̃ = L та

U = R.

Нехай

A
(
L(R)

)
(4.49)

буде визначатися за означенням 4.3, тобто A
(
L(R)

)
це множина звужень

елементiв множини H(R)
bQ (L) на простiр L(R).

Означення 4.4. Нехай ν0 це вiдображення ν задане рiвнiстю (4.32) для

H
(R)
bQ (X̃) = H

(R)
bQ (L) та A(X) = A

(
L(R)

)
, тобто, ν0 : H

(R)
bQ (L) → A

(
L(R)

)
буде визначатися рiвнiстю

ν0(f) = f ◦ ϕ−1.

де вiдображення ϕ визначається рiвнiстю (1.5), тобто,

ϕ(z) = Re z

для кожного z ∈ L такого, що Im z = 0.

Норма ∥ · ∥Hbs(L);j задана рiвнiстю (4.3), тобто,

∥f∥Hbs(L);j = sup
∥x∥L≤j

|f(x)| (4.50)

для кожних f ∈ Hbs(L) та j ∈ N.

Норма ∥ · ∥
A
(
L(R)

)
;j

задана рiвнiстю (4.37), тобто,

∥f∥
A
(
L(R)

)
;j
= ∥ν−1

0 (f)∥Hbs(L);j (4.51)
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для кожних f ∈ A
(
L(R)) та j ∈ N, де вiдображення ν0 задане означен-

ням 4.4.

Завдяки твердженню теореми 4.10, метрика ρ(0) на алгебрi Hbs(L)

може бути задана рiвнiстю (4.4), тобто,

ρ(0)(f1; f2) =
+∞∑
j=1

1

2j
∥f1 − f2∥Hbs(L);j

1 + ∥f1 − f2∥Hbs(L);j
(4.52)

для кожних f1, f2 ∈ Hbs(L).

Метрику ρ(0)A на множинi A
(
L(R)) задамо рiвнiстю (4.38), тобто,

ρ
(0)
A (f1; f2) =

+∞∑
j=1

1

2j

∥f1 − f2∥A(L(R));j

1 + ∥f1 − f2∥A(L(R));j
(4.53)

для кожних f1, f2 ∈ A
(
L(R)).

З леми 4.7, леми 4.9 та наслiдку 4.4 випливає наступний наслiдок:

Наслiдок 4.6. Вiдображення ν0 задане означенням 4.4 це адитивна,

мультиплiкативна, однорiдна вiдносно дiйсних чисел неперервна бiєкцiя

мiж множиною H
(R)
bQ (L) та множиною A

(
L(R)). Бiльш того, вiдображе-

ння ν0 це iзометрiя мiж множиною H
(R)
bQ (L) та множиною A

(
L(R)), де

множина H(R)
bQ (L) надiлена звуженням метрики ρ(0) визначеної рiвнiстю

(4.52), а множина A
(
L(R)) надiлена метрикою ρ

(0)
A визначеною рiвнiстю

(4.53).

Теорема 4.6. Множина A
(
L(R)) задана означенням (4.49), надiлена ме-

трикою (4.53) та поточковими операцiями додавання, множення та

множення на дiйснi скаляри це дiйсна алгебра Фреше.

Доведення. Вiдразу випливає з теореми 4.3 для X = L(R).

Теорема 4.7. Кожна функцiя f ∈ A
(
L(R)), де алгебра A

(
L(R)) задана

означенням (4.49), може бути однозначно подана у виглядi

f =
+∞∑
N=0

∑
l:ℵp1;...;pn

→Z+

χ(l,ℵp1;...;pn
)=N

cl
∏

k∈ℵp1;...;pn

l(k)>0

(
R
(L(R))
k

)l(k)
,
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де всi cl це дiйснi числа, а вiдображення χ задається рiвнiстю (4.5).

Доведення. Вiдразу випливає з теореми 4.4 для X = L(R), ℵ = ℵp1;...;pn та

Q =
{
R
(L(R))
α : α ∈ ℵp1;...;pn

}
, де кожний полiном R

(L(R))
α заданий рiвнiстю

(2.12).

Опишемо спектр M
(
A
(
L(R))). Нехай Xℵp1;...;pn

це множина всiх таких

елементiв x простору L, що R
(L)
α (x) ∈ R для кожного α ∈ ℵp1,...,pn, де

полiном R
(L)
α визначений рiвнiстю (2.12).

Множина ℵp1;...;pn вже впорядкована у (2.35). Нехай

α1; . . . ;α|ℵp1;...;pn
| (4.54)

це елементи множини ℵp1;...;pn записанi згiдно з цим впорядкуванням. Ви-

значимо вiдображення τ : M
(
A
(
L(R))) → R|ℵp1;...;pn

| рiвнiстю

τ(η) =
(
η
(
R
(L(R))
α1

)
; η
(
R
(L(R))
α2

)
; . . . ; η

(
R
(L(R))
α|ℵp1;...;pn |

))
. (4.55)

Лема 4.11. Вiдображення τ , задане рiвнiстю (4.55), iн’єктивне.

Доведення. Нехай η ∈ M
(
A
(
L(R))) та f ∈ A

(
L(R)). За теоремою 4.7,

f =
+∞∑
N=0

∑
l:ℵp1;...;pn

→Z+

χ(l,ℵp1;...;pn
)=N

cl
∏

k∈ℵp1;...;pn

l(k)>0

(
R
(L(R))
k

)l(k)
,

де всi cl ∈ R. Оскiльки функцiонал η є неперервним лiнiйним i мультиплi-

кативним, з цього випливає рiвнiсть

η(f) =
+∞∑
N=0

∑
l:ℵp1;...;pn

→Z+

χ(l,ℵp1;...;pn
)=N

cl
∏

k∈ℵp1;...;pn

l(k)>0

(
η
(
R
(L(R))
k

))l(k)
.

Отже, кожний функцiонал η однозначно заданий набором його значень

на базисних полiномах Rαj
, тобто, вектором τ(η), заданим рiвнiстю (4.55).

Таким чином, якщо τ(η1) = τ(η2), тобто, η1
(
R
(L(R))
αj

)
= η2

(
R
(L(R))
αj

)
для

кожного j ∈ {1; . . . ; |ℵp1;...;pn|}, то виконується рiвнiсть η1 = η2, де η1, η2 ∈

M
(
A
(
L(R))). Лему доведено.
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Для x ∈ Xℵp1;...;pn
визначимо вiдображення δ̃x : A

(
L(R)) → R рiвнiстю

δ̃x(f) = ν−1
0 (f)(x) (4.56)

для кожного f ∈ A
(
L(R)), де вiдображення ν0 задане означенням 4.4.

Лема 4.12. Для кожного x ∈ Xℵp1;...;pn
функцiонал δ̃x, заданий рiвнiстю

(4.56), є елементом спектра M
(
A
(
L(R))).

Доведення. З наслiдку 4.6, вiдображення ν0 — адитивна, мультиплiкатив-

на, однорiдна вiдносно множення на дiйснi числа, неперервна iзометрична

бiєкцiя. Тодi вiдображення ν−1
0 це iзометрична бiєкцiя, отже, вiдображення

ν−1
0 неперервне. Покажемо, що вiдображення ν−1

0 лiнiйне. Оскiльки вiдобра-

ження ν−1
0 це бiєкцiя, та вiдображення ν0 адитивне та однорiдне вiдносно

множення на дiйснi числа, то рiвностi

aν−1
0 (f1) + bν−1

0 (f2) = ν−1
0

(
ν0
(
aν−1

0 (f1) + bν−1
0 (f2)

))
=

= ν−1
0

(
aν0

(
ν−1
0 (f1)

)
+ bν0

(
ν−1
0 (f2)

))
= ν−1

0 (af1 + bf2)

виконуються для кожних a, b ∈ R та f1, f2 ∈ A
(
L(R)).

Покажемо, що вiдображення ν−1
0 мультиплiкативне. Оскiльки вiд-

ображення ν−1
0 це бiєкцiя та вiдображення ν0 мультиплiкативне, рiвнiсть

ν−1
0 (f1)ν

−1
0 (f2) = ν−1

0

(
ν0
(
ν−1
0 (f1)ν

−1
0 (f2)

))
= ν−1

0

(
ν0
(
ν−1
0 (f1)

)
ν0
(
ν−1
0 (f2)

))
= ν−1

0 (f1f2)

виконується для кожних f1, f2 ∈ A
(
L(R)).

Таким чином, вiдображення ν−1
0 лiнiйне, мультиплiкативне та непе-

рервне. Тодi рiвностi

δ̃x(af1 + bf2) = ν−1
0 (af1 + bf2)(x) =

= aν−1
0 (f1)(x) + bν−1

0 (f2)(x) = aδ̃x(f1) + bδ̃x(f2)

та

δ̃x(f1f2) = ν−1
0 (f1f2)(x) = ν−1

0 (f1)(x)ν
−1
0 (f2)(x) = δ̃x(f1)δ̃x(f2)
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виконуються для кожних f1, f2 ∈ A
(
L(R)) та a, b ∈ R. Отже, функцiонал

δ̃x є лiнiйним та мультиплiкативним.

Покажемо, що функцiонал δ̃x неперервний. Оскiльки функцiонал δ̃x

лiнiйний, з рiвностi (4.51) випливає, що∣∣δ̃x(f1)− δ̃x(f2)
∣∣ = ∣∣δ̃x(f1 − f2)

∣∣ = ∣∣ν−1
0 (f1 − f2)(x)

∣∣ ≤
≤∥f1 − f2∥A(L(R)),⌊∥x∥⌋+1.

(4.57)

З рiвностi (4.53) випливає нерiвнiсть

1

2⌊∥x∥⌋+1

∥f1 − f2∥A(L(R)),⌊∥x∥⌋+1

1 + ∥f1 − f2∥A(L(R)),⌊∥x∥⌋+1

≤ ρ
(0)
A (f1; f2).

Отже,

∥f1 − f2∥A(L(R)),⌊∥x∥⌋+1 ≤
2⌊∥x∥⌋+1ρ

(0)
A (f1; f2)

1− 2⌊∥x∥⌋+1ρ
(0)
A (f1; f2)

(4.58)

Якщо вiдстань ρ(0)A (f1; f2) <
1

2⌊∥x∥⌋+2 , отримуємо нерiвнiсть

2⌊∥x∥⌋+1ρ
(0)
A (f1; f2)

1− 2⌊∥x∥⌋+1ρ
(0)
A (f1; f2)

< 2⌊∥x∥⌋+2ρ
(0)
A (f1; f2). (4.59)

З нерiвностей (4.57), (4.58) та (4.59), випливає, що δ̃x є неперервним.

Тодi функцiонал δ̃x, де x ∈ Xℵp1;...;pn
, це мультиплiкативний лiнiйний

дiйснозначний неперервний функцiонал на алгебрi A
(
L(R)). Отже, δ̃x ∈

M
(
A
(
L(R))). Лему доведено.

Вiдзначимо, що

τ
(
δ̃x
)
=

(
Rα1

(x); . . . ;Rα|ℵp1;...;pn |(x)
)

(4.60)

для кожного x ∈ Xℵp1;...;pn
.

Лема 4.13. Для кожного b ∈ R|ℵp1;...;pn
| iснує такий x ∈ Xℵp1;...;pn

, що

τ
(
δ̃x
)
= b, де вiдображення τ визначене рiвнiстю (4.55).

Доведення. Нехай b = (b1; . . . ; b|ℵp1;...;pn
|) ∈ R|ℵp1;...;pn

|. За лемою 1.3, iснує

деякий елемент x ∈ Ln∞ ⊂ L такий, що Rαj
(x) = bj для кожного j ∈



122

{1; . . . ; |ℵp1;...;pn|}. Оскiльки bj ∈ R, це означає, що Rαj
(x) ∈ R для кожного

j ∈ {1; . . . ; |ℵp1;...;pn|}. Тодi x ∈ Xℵp1;...;pn
. З рiвностi (4.60) отримуємо рiвнiсть

τ
(
δ̃x
)
=

(
Rα1

(x); . . . ;Rα|ℵp1;...;pn |(x)
)
= b.

Лему доведено.

Наслiдок 4.7. Вiдображення τ , задане рiвнiстю (4.55), сюр’єктивне.

Доведення. За лемою 4.13, для кожного елемента b простору R|ℵp1;...;pn
|,

iснує такий елемент x ∈ Xℵp1;...;pn
, що τ

(
δ̃x
)
= b. Отже, вiдображення τ

сюр’єктивне.

Теорема 4.8. Вiдображення τ , задане рiвнiстю (4.55), є бiєкцiєю.

Доведення. За лемою 4.11, вiдображення τ є iн’єктивним. З наслiдку 4.7,

вiдображення τ є сюр’єктивним. Таким чином, τ — це бiєкцiя.

Теорема 4.9. Спектр алгебри Фреше A
(
L(R)) збiгається з множиною

всiх функцiоналiв {δ̃x : x ∈ Xℵp1;...;pn
}, заданих рiвнiстю (4.56).

Доведення. Вже доведено, що кожний такий функцiонал є елементом

спектру (див. лему 4.12). Покажемо, що кожний елемент спектру є та-

ким функцiоналом для деякого елемента множини Xℵp1;...;pn
. Нехай η ∈

M
(
A
(
L(R))). Покажемо, що iснує такий x ∈ Xℵp1;...;pn

, що η = δ̃x. За лемою

4.13, iснує такий xη ∈ Xℵp1;...;pn
, що

τ
(
δ̃xη

)
=

(
η(Rα1

); . . . ; η(Rα|ℵp1;...;pn |

)
.

Таким чином, τ(η) = τ
(
δ̃xη

)
. Тодi, за лемою 4.11,

δ̃xη = η.

Тобто, η це функцiонал вигляду (4.56) для елемента xη. Теорему доведено.
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4.4. Iзоморфiзм мiж алгеброю A
(
L
(R)
p1 ×. . .×L(R)

pn

)
та алгеброю

A
(
R|ℵp1;...;pn

|
)

Метою цього пiдроздiлу є встановлення iзоморфiзму мiж алгеброю

A
(
L
(R)
p1 × . . . × L

(R)
pn

)
з попереднього пiдроздiлу та алгеброю A

(
R|ℵp1;...;pn

|
)

визначеними за означенням 4.3.

Розглянемо множину ℵp1;...;pn визначену за означенням (2.11). Вiдзна-

чимо, що елементи множини ℵp1;...;pn вже впорядкованi за допомогою впо-

рядкування (2.35).

Нехай

X = R|ℵp1;...;pn
|, (4.61)

тодi

X̃ = C|ℵp1;...;pn
|.

Нехай

P̌0 = P
(
C|ℵp1;...;pn

|;C
)

та

P0 = P
(
R|ℵp1;...;pn

|;R
)
.

Вiдзначимо, що така алгебра P̌0 мiстить комплекснi продовження кожного

елемента алгебри P0, тобто, алгебри P0 та P̌0 задовольняють умовi (4.1).

Нехай

ℵ = {(1; 0; . . . ; 0); (0; 1; . . . ; 0); . . . ; (0; 0; . . . ; 1)} ⊂ Z|ℵp1;...;pn
|

+ . (4.62)

Нехай

Q̂ =
{
hαj

: j ∈ {1; . . . ; |ℵp1;...;pn|}
}
, (4.63)

де

hαj
= ξ

(
Rαj

)
, (4.64)



124

де вiдображення ξ : Hbs (L) → H(C|ℵp1;...;pn
|) визначене теоремою 4.1. За

теоремою 4.1, hαj
це координатнi функцiонали. Нехай

Q =
{
hαj

∣∣
R|ℵp1;...;pn |: j ∈ {1; . . . ; |ℵp1;...;pn|}

}
. (4.65)

Вiдзначимо, що множина Q̂ є алгебраїчним базисом алгебри P(Cℵp1;...;pn ;C),

тому, враховуючи, що елементи множини Q̂ це комплекснi продовження

елементiв множини Q, умова (4.2) виконується. Тобто, обидвi умови (4.1)

та (4.2) виконуються. Таким чином, за лемою 4.3, множина Q це алгебра-

їчний базис алгебри P = P(R|ℵp1;...;pn
|;R). Вiдзначимо, що це загальновiдо-

мий результат.

За означенням 4.1, множина HbQ

(
C|ℵp1;...;pn

|) це пiдмножина множини

Hb

(
C|ℵp1;...;pn

|), що складається з усiх таких f ∈ Hb

(
C|ℵp1;...;pn

|), що кожний

член ряду Тейлора функцiї f це елемент алгебри P(C|ℵp1;...;pn
|;C). Вiдзначи-

мо, що алгебраHbQ

(
C|ℵp1;...;pn

|) збiгається з алгеброюHb

(
C|ℵp1;...;pn

|), оскiльки

кожний член ряду Тейлора аналiтичної функцiї є полiномом. Тодi, згаду-

ючи рiвнiсть (1.9),

HbQ

(
C|ℵp1;...;pn

|) = H
(
C|ℵp1;...;pn

|).
Визначимо множинуH(R)(C|ℵp1;...;pn

|) за допомогою означення 4.2, тоб-

то, це пiдмножина всiх таких f ∈ H
(
C|ℵp1;...;pn

|), що

f(x) ∈ R для кожного x ∈ C|ℵp1;...;pn
| такого, що Im x = 0.

Визначимо множину

A
(
R|ℵp1;...;pn

|
)

(4.66)

за допомогою означення 4.3, тобто, A
(
R|ℵp1;...;pn

|
)

це множина звужень еле-

ментiв множини H(R)(C|ℵp1;...;pn
|) на простiр R|ℵp1;...;pn

|.

Означення 4.5. Нехай ν1 це вiдображення ν, задане рiвнiстю (4.32),

для H
(R)
bQ (X̃) = H(R)(C|ℵp1;...;pn

|) та A(X) = A
(
R|ℵp1;...;pn

|
)
, тобто, ν1 :
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H(R)(C|ℵp1;...;pn
|) → A

(
R|ℵp1;...;pn

|
)

задане рiвнiстю

ν1(f) = f ◦ ϕ−1, (4.67)

де вiдображення ϕ задане рiвнiстю (1.5), тобто, ϕ(z) = Re z для кожного

z ∈ {u ∈ C|ℵp1;...;pn
| : Imu = 0}.

Норма ∥ · ∥
H
(
C|ℵp1;...;pn |

)
;j

задана рiвнiстю (4.3), тобто

∥f∥
H
(
C|ℵp1;...;pn |

)
;j
= sup

∥x∥≤j
|f(x)| (4.68)

для кожних f ∈ H
(
C|ℵp1;...;pn

|) та j ∈ N.

Норма ∥ · ∥
A
(
R|ℵp1;...;pn |

)
;j

задана рiвнiстю (4.37), тобто,

∥f∥
A
(
R|ℵp1;...;pn |

)
;j
= ∥ν−1

1 (f)∥
H
(
C|ℵp1;...;pn |

)
;j

(4.69)

для кожних f ∈ A
(
R|ℵp1;...;pn

|) та j ∈ N, де вiдображення ν1 задане означе-

нням 4.5.

Задамо метрику ρ(1) на множинi H
(
C|ℵp1;...;pn

|) за допомогою рiвностi

(4.4), тобто,

ρ(1)(f1; f2) =
+∞∑
j=1

1

2j

∥f1 − f2∥
H
(
C|ℵp1;...;pn |

)
;j

1 + ∥f1 − f2∥
H
(
C|ℵp1;...;pn |

)
;j

(4.70)

для кожних f1, f2 ∈ H
(
C|ℵp1;...;pn

|).
Задамо метрику ρ(1)A на множинi A

(
R|ℵp1;...;pn

|) за допомогою рiвностi

(4.38), тобто,

ρ
(1)
A (f1; f2) =

+∞∑
j=1

1

2j

∥f1 − f2∥
A
(
R|ℵp1;...;pn |

)
;j

1 + ∥f1 − f2∥
A
(
R|ℵp1;...;pn |

)
;j

(4.71)

для кожних f1, f2 ∈ A
(
R|ℵp1;...;pn

|).
З леми 4.7, леми 4.9 та наслiдку 4.4 випливає наступне твердження:

Наслiдок 4.8. Вiдображення ν1, задане означенням 4.5, є адитивною

мультиплiкативною однорiдною вiдносно множення на дiйснi числа непе-

рервною бiєкцiєю мiж множинами H(R)(C|ℵp1;...;pn
|) та A

(
R|ℵp1;...;pn

|). Бiльш
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того, вiдображення ν1 це iзометрiя мiж множинами H(R)(C|ℵp1;...;pn
|) та

A
(
R|ℵp1;...;pn

|), де множина H(R)(C|ℵp1;...;pn
|) надiлена звуженням метрики

ρ(1) заданої рiвнiстю (4.70), а множина A
(
R|ℵp1;...;pn

|) надiлена метрикою

ρ
(1)
A заданою рiвнiстю (4.71).

Теорема 4.10. Множина A
(
R|ℵp1;...;pn |

)
, задана означенням (4.66), надiле-

на метрикою (4.53) та поточковими операцiями додавання, множення,

та множення на дiйсний скаляр є дiйсною алгеброю Фреше.

Доведення. Вiдразу випливає з теореми 4.3 для X = R|ℵp1;...;pn
|.

Теорема 4.11. Кожний елемент f ∈ A
(
R|ℵp1;...;pn

|), де алгебра A
(
R|ℵp1;...;pn

|)
задана означенням (4.66), може бути однозначно поданий у виглядi

f(x) =
+∞∑
N=0

∑
l1:{1;...;|ℵp1;...;pn

|}→Z+

χ(l1,{1;...;|ℵp1;...;pn
|})=N

cl1x
l1(1)
1 x

l1(2)
2 · . . . · xl1(|ℵp1;...;pn

|)
|ℵp1;...;pn

| (4.72)

для кожного x =
(
x1; x2; . . . ;x|ℵp1;...;pn

|
)
∈ R|ℵp1;...;pn

|, де всi cl1 є дiйсними

числами.

Доведення. Пiдставимо простiр X, заданий рiвнiстю (4.61), множину ℵ,

задану рiвнiстю (4.62), та множину Q, задану рiвнiстю (4.65), у теорему 4.4.

Маємо однозначний розклад

f(x) =
+∞∑
N=0

∑
l:ℵ→Z+

χ(l,ℵ)=N

cl
∏
k∈ℵ
l(k)>0

h
l(k)
k (x) (4.73)

для кожного x ∈ R|ℵp1;...;pn
|, де всi cl дiйснi числа.

Задамо вiдображення l1 : {1; . . . ; |ℵp1;...;pn|} → Z+ наступною рiвнi-

стю:

l1(m) = l((0; . . . ; 0︸ ︷︷ ︸
m−1

; 1; 0; . . . ; 0))

для кожних m ∈ {1; . . . ; |ℵp1;...;pn|} та l : ℵ → Z+. Нехай cl1 = cl. Тодi,

оскiльки hk це координатнi функцiонали, рiвнiсть (4.73) рiвносильна рiв-

ностi (4.72). Теорему доведено.
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Теорема 4.12. Алгебра Фреше A(L(R)) iзоморфна алгебрi Фреше

A
(
R|ℵp1;...;pn

|
)
.

Доведення. Нехай ξ : Hbs (L) → H
(
C|ℵp1;...;pn

|) це неперервний iзоморфiзм,

заданий теоремою 4.1. Нехай вiдображення ν1 задане означенням 4.5, а

вiдображення ν0 задане означенням 4.4. Покажемо, що вiдображення ζ =

ν1◦ξ◦ν−1
0 це iзоморфiзм мiж алгебрами A(L(R)) та A

(
R|ℵp1;...;pn

|
)
. По-перше,

покажемо що вiдображення ζ коректно визначене. Достатньо довести, що

звуження iзоморфiзму ξ на множину H(R)
bQ (L) набуває значень з множини

H(R)(C|ℵp1;...;pn
|). Нехай f ∈ H

(R)
bQ (L). За теоремою 4.5,

f =
+∞∑
N=0

∑
l:ℵp1;...;pn

→Z+

χ(l,ℵp1;...;pn
)=N

cl
∏

α∈ℵp1;...;pn

l(α)>0

(
R(L)
α

)l(α)

де cl ∈ R. Тодi

ξ(f) =
+∞∑
N=0

∑
l:ℵp1;...;pn

→Z+

χ(l,ℵp1;...;pn
)=N

cl
∏

α∈ℵp1;...;pn

l(α)>0

(
ξ
(
R(L)
α

))l(α)
=

=
+∞∑
N=0

∑
l:ℵp1;...;pn

→Z+

χ(l,ℵp1;...;pn
)=N

cl
∏

α∈ℵp1;...;pn

l(α)>0

hl(α)α ,

де коефiцiєнти cl є дiйсними числами та кожний координатний функцiо-

нал hα заданий рiвнiстю (4.64). Звуження всiх координатних функцiоналiв

hα на простiр R|ℵp1;...;pn
| є дiйснозначними. Тодi звуження функцiї ξ(f) на

простiр R|ℵp1;...;pn
| дiйснозначне. Таким чином, ξ(f) ∈ H(R)(C|ℵp1;...;pn

|) для ко-

жного f ∈ H
(R)
bQ (L). Отже, вiдображення ζ коректно визначене. З наслiдку

4.6, теореми 4.1 та 4.8, вiдображення ν−1
0 , ξ та ν1 вiдповiдно це iзоморфi-

зми. Отже, ζ це iзоморфiзм. Тобто, побудовано iзоморфiзм мiж алгебрами

A(L(R)) та A
(
R|ℵp1;...;pn

|
)
. Теорему доведено.

В пiдроздiлi 4.1 дослiджено алгебру цiлих симетричних неперерв-

них комплекснозначних функцiй обмеженого типу на декартовому добутку
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Lp1 × . . . × Lpn комплексних банахових просторiв функцiй, вiдповiднi сте-

пенi яких абсолютно iнтегровнi за Лебегом, знайдено її спектр та доведено

iзоморфнiсть мiж цiєю алгеброю та алгеброю цiлих функцiй на деякому

декартовому степеню простору C.

В пiдроздiлi 4.2 на дiйному банаховому просторi X було побудова-

но деякий дiйсний аналог A(X) алгебри цiлих функцiй обмеженого типу

на комплексифiкацiї простору X, породженої деякою скiнченною множи-

ною алгебраїчно незалежних однорiдних полiномiв. Дослiджено структуру

елементiв алгебри A(X).

В пiдроздiлi 4.3 застосовано конструкцiю з пiдроздiлу 4.2 для побудо-

ви алгебри A
(
L
(R)
p1 × . . .×L(R)

pn

)
— дiйсного аналога алгебри цiлих симетри-

чних функцiй обмеженого типу на декартовому добутку Lp1× . . .×Lpn ком-

плексних банахових просторiв функцiй, вiдповiднi степенi яких абсолютно

iнтегровнi за Лебегом та було описано спектр алгебри A
(
L
(R)
p1 × . . .×L(R)

pn

)
.

Нарештi, в пiдроздiлi 4.4 встановлено iзоморфiзм мiж алгеброю

A
(
L
(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn

)
з попереднього пiдроздiлу та алгеброю A

(
R|ℵp1;...;pn

|
)
.

Результати четвертого роздiлу опублiкованi в статтi [73]. Вони також

доповiдалися на науковiй конференцiї [74] та наукових семiнарах.
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi розв’язано ряд актуальних задач функцiо-

нального аналiзу, що стосуються алгебр симетричних неперервних полiно-

мiв та симетричних цiлих функцiй обмеженого типу на декартових добу-

тках банахових просторiв. У роботi отримано такi науковi результати:

1. Побудовано множини елементарних симетричних полiномiв на декар-

тових добутках Lp1 × . . .×Lpn та L(R)
p1 × . . .×L(R)

pn комплексних та дiй-

сних, вiдповiдно, банахових просторiв функцiй, абсолютно iнтегров-

них у вiдповiдних степенях за Лебегом, i дослiджено їхнi властивостi;

2. Показано, що множина елементарних симетричних полiномiв є алге-

браїчним базисом алгебри комплекснозначних неперервних симетри-

чних полiномiв на декартовому добутку Lp1 ×Lp2 × . . .×Lpn компле-

ксних банахових просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у вiдпо-

вiдних степенях за Лебегом, у випадку p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn ≥ 1;

3. Показано, що множина елементарних симетричних полiномiв є алге-

браїчним базисом алгебри комплекснозначних неперервних симетри-

чних полiномiв на декартовому добутку Lp1 ×Lp2 × . . .×Lpn компле-

ксних банахових просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у вiдпо-

вiдних степенях за Лебегом, для p1, p2, . . . , pn ≥ 1;

4. Побудовано алгебраїчний базис пiдалгебри алгебри дiйснозначних не-

перервних полiномiв на дiйсному банаховому просторi E, для якої

iснує деяка пiдалгебра алгебри комплекснозначних неперервних по-

лiномiв на просторi Ẽ — комплексифiкацiї простору E, яка має ал-

гебраїчний базис та мiстить комплекснi продовження всiх елементiв

початкової пiдалгебри;

5. Показано, що множина елементарних симетричних полiномiв є алге-

браїчним базисом алгебри неперервних симетричних дiйснозначних
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полiномiв на декартовому добутку L(R)
p1 × . . .×L(R)

pn дiйсних банахових

просторiв функцiй, абсолютно iнтегровних у вiдповiдних степенях за

Лебегом;

6. Дослiджено алгебру цiлих симетричних комплекснозначних функцiй

обмеженого типу на декартовому добутку Lp1× . . .×Lpn комплексних

банахових просторiв функцiй, вiдповiднi степенi яких абсолютно iн-

тегровнi за Лебегом, знайдено її спектр та доведено iзоморфнiсть мiж

цiєю алгеброю та алгеброю цiлих функцiй на деякому декартовому

степеню простору C;

7. На дiйсному банаховому просторi X побудовано алгебру A(X) — ана-

лог алгебри цiлих функцiй обмеженого типу на комплексифiкацiї про-

стору X, породженої деякою скiнченною множиною алгебраїчно не-

залежних однорiдних полiномiв та дослiджено структуру елементiв

алгебри A(X);

8. Побудовано алгебру A
(
L
(R)
p1 ×. . .×L(R)

pn

)
— дiйсний аналог алгебри цi-

лих симетричних функцiй обмеженого типу на декартовому добутку

Lp1 × . . . × Lpn комплексних банахових просторiв функцiй, вiдповiд-

нi степенi яких абсолютно iнтегровнi за Лебегом, та описано спектр

алгебри A
(
L
(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn

)
;

9. Встановлено iзоморфiзм мiж алгеброю A
(
L
(R)
p1 × . . .× L

(R)
pn

)
та алге-

брою A(X), де X це деякий декартiв степiнь простору R.

Отриманi результати мають фундаментальний теоретичний хара-

ктер, можуть бути корисними у функцiональному аналiзi та в статисти-

чнiй квантовiй фiзицi для побудови iнтегральних статистичних сум для

iдеальних газiв, що складаються iз бозонiв або фермiонiв.

Достовiрнiсть результатiв дисертацiї пiдтверджується тим, що їх опу-

блiковано у фахових журналах i вони були апробованi на спецiалiзованих

наукових семiнарах i мiжнародних наукових конференцiях, а також пов-

нiстю опублiкованi у трьох статтях у виданнях, що iндексуються в базах
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даних Scopus та/або Web of Science Core Collection та в однiй статтi у фа-

ховому журналi категорiї Б.

Результати дослiдження можуть бути використанi науковцями та до-

слiдницькими групами провiдних наукових установ України та свiту, зокре-

ма: Карпатського нацiонального унiверситету iменi Василя Стефаника, Iн-

ституту прикладних проблем механiки i математики iм. Я. С. Пiдстригача

НАН України, Iнституту математики НАН України, а також iнших унi-

верситетiв та наукових центрiв. Частина результатiв, представлених у ди-

сертацiї, знаходить своє застосування в працях iнших дослiдникiв, що пiд-

тверджується посиланнями на статтi в їхнiх роботах, зокрема, В. Бiгуна,

М. Варварюка, Д. Долiшняк, А. Загороднюка, В. Кравцiв.
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