
Головi спецiалiзованої вченої ради ДФ 20.051.214
Карпатського нацiонального унiверситету
iменi Василя Стефаника
доктору фiзико-математичних наук, професору
Загороднюку Андрiю Васильовичу
(76018, м. Iвано-Франкiвськ, вул. Шевченка, 57)

ВIДГУК

доктора фiзико-математичних наук, доцента,
професора кафедри теорiї функцiй i функцiонального аналiзу

Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка Куриляка Андрiя Олеговича
на дисертацiйну роботу Луцiв Iлони-Анни Василiвни
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Актуальнiсть теми дисертацiйного дослiдження. Гiпергеометричнi функцiї по-
сiдають центральне мiсце у теорiї спецiальних функцiй, оскiльки вони узагальнюють ве-
личезну кiлькiсть класичних функцiй математичного аналiзу та є розв’язками широкого
класу лiнiйних диференцiальних рiвнянь. Перехiд до аналiзу функцiй багатьох змiнних
зумовив появу кратних гiпергеометричних рядiв, серед яких особливе значення мають
двовимiрнi ряди зi знаменитого списку Я. Горна. Гiпергеометричнi функцiї Горна, зокрема
функцiя H4, мають фундаментальне значення для математичної фiзики. Вони безпосере-
дньо виникають пiд час розв’язання складних систем диференцiальних рiвнянь з частин-
ними похiдними другого порядку, якi описують фiзичнi процеси з кiлькома ступенями
вiльностi. Завдяки своїй математичнiй структурi цi функцiї знаходять широке практичне
застосування у прикладних задачах квантової механiки, теорiї потенцiалу, гiдро- та аеро-
динамiки, оптицi, а також у сучасних комп’ютерних науках при моделюваннi складних
багатовимiрних систем i розрахунках iнженерних конструкцiй.

У теорiї наближень найважливiшим завданням є пошук найкращих способiв апро-
ксимацiї складних функцiй простiшими виразами, а також кiлькiсна оцiнка результуючих
похибок. Одним iз найпоширенiших методiв є рацiональнi наближення, потужним iнстру-
ментом яких є неперервнi дроби. Як вiдомо, порiвняно зi степеневими рядами, неперервнi
дроби забезпечують значно ширшi областi збiжностi, вищу швидкiсть наближення та мо-
жливiсть ефективного аналiтичного продовження функцiй за межi їхнiх природних кру-
гових областей збiжностi. Проте при переходi вiд функцiй однiєї змiнної до функцiй ба-
гатьох змiнних неперервнi дроби наражаються на топологiчнi та алгебраїчнi обмеження.
Для подолання цих обмежень у 1966 роцi львiвська математична школа пiд керiвництвом
В.Я. Скоробогатька запропонувала багатовимiрне узагальнення – гiллястi ланцюговi дро-
би. Гiллястi ланцюговi дроби успадкували найкращi властивостi неперервних дробiв (ши-
рокi областi збiжностi, швидку збiжнiсть, обчислювальну стiйкiсть) i стали природним
iнструментом наближення функцiй багатьох змiнних, зображених кратними степеневими
рядами. На вiдмiну вiд одновимiрного випадку, побудова гiллястих ланцюгових дробових
розвинень функцiй багатьох змiнних значно ускладнюється. Проблема дослiдження гiлля-
стих ланцюгових дробiв полягає в тому, що методи аналiзу звичайних неперервних дробiв



загалом не переносяться на багатовимiрний випадок. Це зумовило необхiднiсть розробле-
ння нових та вдосконалення наявних пiдходiв. Вагомий внесок у становлення та розвиток
теорiї гiллястих ланцюгових дробiв зробили В.Я. Скоробогатько, П.I. Боднарчук, Д.I. Бо-
днар, М.О. Недашковський, М.С. Сявавко, Х.Й. Кучмiнська та їхнi учнi.

Дисертацiйне дослiдження авторки виконане на стику теорiї гiллястих ланцюгових
дробiв та теорiї подвiйних гiпергеометричних рядiв. Н.С. Дронюк та Д.I. Боднар були
першими, хто побудував формальнi розвинення рядiв Аппеля F1 та F2 у гiллястi ланцю-
говi дроби, однак задача їх дослiдження залишається вiдкритою. Значний внесок у цьому
напрямi зробили Т.М. Антонова, Р.I. Дмитришин, В.Р. Гладун, Н.П. Гоєнко, О.С. Манзiй
та iншi.

З огляду на зазначене, актуальнiсть теми дисертацiйного дослiдження зумовлена
необхiднiстю розв’язання сукупностi взаємопов’язаних задач. Оскiльки класичнi степене-
вi ряди для функцiй Горна H4 обмеженi у практичному застосуваннi через малi областi
збiжностi, розроблення їхнiх рацiональних наближень на основi гiллястих ланцюгових
дробiв набуває важливого значення. Отримання нових рекурентних спiввiдношень, по-
будова явних дробових розвинень та встановлення областей їхньої збiжностi розширю-
ють межi аналiтичного продовження складних двовимiрних об’єктiв. Водночас логiчним
складником цього процесу є розв’язання обчислювальних задач дисертацiї – встановлення
апрiорних оцiнок похибок наближення та визначення множин обчислювальної стiйкостi,
що безпосередньо гарантує надiйнiсть i точнiсть комп’ютерних обчислень. Усе це компле-
ксне поєднання теоретичних та прикладних аспектiв переконливо пiдтверджує наукову
актуальнiсть та своєчаснiсть теми дослiдження.

Змiст роботи i наукова новизна одержаних результатiв. Дисертацiя склада-
ється зi вступу, чотирьох роздiлiв, загальних висновкiв, списку використаних джерел та
додатка. Загальний обсяг роботи становить 147 сторiнок, список використаних джерел
мiстить 93 найменуваня. Структура дисертацiї є логiчною, вiдповiдає метi та завданням
дослiдження, що забезпечує цiлiснiсть, системнiсть та послiдовнiсть викладу матерiалу.

У вступi чiтко обґрунтовано актуальнiсть теми, визначено мету, об’єкт, предмет i
завдання дослiдження, охарактеризовано методи, новизну, практичне значення, особистий
внесок авторки, а також вказано на зв’язок роботи з науковими програмами, апробацiю
та публiкацiї результатiв за темою дисертацiї.

У першому роздiлi зроблено огляд вiдомих результатiв, що безпосередньо стосую-
ться тематики дослiдження, та наведено необхiднi теоретичнi вiдомостi з теорiї неперерв-
них та гiллястих ланцюгових дробiв.

У другому роздiлi побудовано формальнi розвинення гiпергеометричних функцiй
Горна H4 та їх вiдношень у гiллястi ланцюговi дроби. Зокрема, на основi рекурентних спiв-
вiдношень, одержаних у теоремах 2.2–2.4, побудовано формальнi розвинення вiдношень
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у гiллястi ланцюговi дроби.
У третьому роздiлi встановлено областi аналiтичного продовження гiпергеометри-

чних функцiй Горна H4 та їх вiдношень у спецiальних випадах за певних умов на пара-
метри. За допомогою методу PC, що ґрунтується на принципi вiдповiдностi, доведено, що
областю аналiтичного продовження вiдповiдної функцiї є область збiжностi її гiллясто-
го ланцюгового дробового розвинення. У випадку дiйсних параметрiв такими областями є



декартовi добутки двох площин з розрiзами, а у випадку комплексних — об’єднання бiкру-
гiв i декартових добуткiв кардiоїдних областей i пiвплощин. У цьому ж роздiлi наведенi
приклади зображення деяких функцiй двох змiнних гiллястими ланцюговими дробами та
вказано областi їх аналiтичного продовження.

У четвертому роздiлi дослiджено швидкiсть збiжностi та обчислювальну стiйкiсть
гiллястих ланцюгових дробових розвинень гiпергеометричних функцiй Горна H4 та їх
вiдношень у спецiальних випадках. Зокрема, у пiдроздiлi 4.1 знайдено оцiнки похиб-
ки наближення побудованих розвинень з дiйсними коефiцiєнтами i дiйсними змiнними. У
цьому випадку, встановлено областi аналiтичного продовження цих функцiй за допомо-
гою методу PF, що ґрунтується на «властивостi вилки» для гiллястих ланцюгових дробiв
з додатними елементами. Числовими експериментами пiдтверджено доцiльнiсть та ефе-
ктивнiсть застосування побудованих розвинень до наближення аналiтичних функцiй. У
пiдроздiлi 4.2 знайдено явнi формули для вiдносних похибок обчислень апроксимант гi-
ллястих ланцюгових дробових розвинень, за допомогою яких встановлено деякi множини
обчислювальної стiйкостi для цих розвинень.

У загальних висновках чiтко пiдсумовано отриманi у дисертацiї результати, якi
повнiстю вiдповiдають метi та завданням дослiдження. Висновки пiдтверджують цiлi-
снiсть, завершенiсть i наукову цiннiсть виконаної роботи.

Вiдсутнiсть порушення академiчної доброчесностi. За результатами перевiр-
ки дисертацiйної роботи та наукових публiкацiй не виявлено фактiв академiчного плагiа-
ту, фабрикацiї чи фальсифiкацiї. Усi використанi в роботi iдеї, результати та фрагменти
текстiв iнших авторiв належним чином оформленi з посиланням на першоджерела. Ди-
сертацiйна робота вiдповiдає вимогам академiчної доброчесностi.

Обґрунтованiсть i достовiрнiсть одержаних результатiв. Отриманi у дисер-
тацiйнiй роботi результати є достовiрними та строго обґрунтованими. Усi теоретичнi по-
ложення супроводжуються чiткими математичними доведеннями або аргументацiєю, до-
статньою для пiдтвердження їхньої iстинностi.

Апробацiя результатiв i публiкацiї. Основнi науковi результати дисертацiйної
роботи повнiстю вiдображенi в опублiкованих наукових працях авторки. За темою дисер-
тацiї опублiковано 15 наукових праць, зокрема: 9 статей у наукових фахових виданнях,
що iндексуються в мiжнародних наукометричних базах Scopus та/або Web of Science Core
Collection, а також 5 тез доповiдей, опублiкованi у збiрниках матерiалiв наукових кон-
ференцiй. Змiст опублiкованих праць повною мiрою вiдтворює сутнiсть дисертацiйного
дослiдження та пiдтверджує його належну апробацiю.

Практичне значення результатiв дослiдження. Науковi результати, отриманi
у дисертацiйнiй роботi, носять суто теоретичний характер. Вони можуть бути використанi
у подальших дослiдженнях з теорiї неперервних та гiллястих ланцюгових дробiв. Можли-
вими є також їх застосування в iнших роздiлах математики, зокрема, в теорiї аналiтичних
функцiй чи теорiї диференцiальних рiвнянь.

Зауваження до дисертацiйної роботи. До дисертацiї є низка зауважень, пов’яза-
них в основному з наявними у нiй граматичними помилками чи описками у математичних
виразах.

1. На с. 28 замiсть «V. Ya. Skorobogatko» має бути «V. Ya. Skorobohatko».
2. На с. 51−2 i 61−2 речення «As a result, in Section 4.1, estimates of approximation

errors for branched continued fractions with real coefficients in regions (a domain which may
include all, part, or none of its boundary) of the space R2, which are Cartesian products of
two semi-axes, are found» правильнiше мало б бути написано «As a result, in Section 4.1,



estimates of approximation errors for branched continued fractions with real coefficients are
found in regions of the space R2 that are Cartesian products of two semi-axes (where a region
is a domain which may include all, part, or none of their boundaries)».

3. На с. 161 написано «in the works P. I. Bodnarchuk», а повинно бути «in the works of
P. I. Bodnarchuk».

4. На с. 213 замiсть «S. Shatyn» має бути «S. Sharyn».
5. На с. 248−9 має бути «does not make sense» замiсть «does not makes sense».
6. На с. 354−5 написано «if at most a finite number of its approximants does not make

sense», хоча правильнiше мало б бути «if at most a finite number of its approximants make
no sense».

7. На с. 4410 у назвi «contiguous recurrence relations» наявне зайве слово «recurrence»;
має бути «contiguous relations».

8. На с. 654 замiсть cosα має бути cos(α).
9. На с. 651 написано up+1, а повинно бути ur+1.
10. На с. 7110 має бути F

(0)
0 (z) замiсть F

(0)
0 (z).

11. На с. 731 замiсть cosαr має бути cos(αr).
12. На с. 913 у знаменнику зайва дужка: має бути W

(n)
r+1(z)e

−iφ/2, а не W
(n)
r+1(z)e

−iφ/2).
13. У роздiлi 3 областi аналiтичного продовження (наприклад, (3.47) та (3.54)) зале-

жать вiд додатного параметра κ. У роботi варто було навести практичнi рекомендацiї або
чисельний приклад щодо того, як саме дослiднику обирати оптимальне значення цього па-
раметра для мiнiмiзацiї обчислювальних витрат пiд час розрахункiв конкретних фiзичних
моделей.

Зазначу, що наведенi недолiки та зауваження не зменшують вагомостi основних ре-
зультатiв дисертацiї та не впливають на її загальну позитивну оцiнку.

Загальний висновок. На пiдставi зазначеного вище можна зробити висновок, що
дисертацiйна робота Луцiв Iлони-Анни Василiвни «Наближення спецiальних випадкiв гi-
пергеометричних функцiй Горна H4 гiллястими ланцюговими дробами» є завершеною са-
мостiйною працею, яка мiстить новi важливi науковi результати i повнiстю вiдповiдає
вимогам наказу Мiнiстерства освiти i науки України № 40 вiд 12.01.2017 р. «Про затвер-
дження вимог до оформлення дисертацiї» (зi змiнами), «Порядку присудження ступеня
доктора фiлософiї та скасування рiшення разової спецiалiзованої вченої ради закладу ви-
щої освiти, наукової установи про присудження ступеня доктора фiлософiї», затверджено-
го Постановою Кабiнету Мiнiстрiв України вiд 12.01.2022 р. № 44 (зi змiнами), а її авторка
заслуговує на присудження наукового ступеня доктора фiлософiї у галузi знань 11 Мате-
матика та статистика за спецiальнiстю 111 Математика.
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